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Vorwort  zür  zweiten  Lieferung. 

Die  zweite  Lieferung  behandelt  die  Theorie  der  Ab  eischen 
Integrale.  Eiemanns  Gedanke,  alle  algebraischen  Gebilde,  welche 
umkehrbar  eindeutig  ineinander  transformiert  werden  können,  als 
zu  einer  Klasse  gehörend  zu  betrachten,  wird  an  die  Spitze  ge- 
stellt. Um  die  geometrischen  Mittel  der  algebraischen  Kurven  zu 
benützen,  war  eine  strenge  Begründung  der  algebraischen  Geome- 
trie nötig,  und  dies  geschieht  in  befriedigendster  Weise  vermöge 
der  Uniformisierung  mittels  der  automorphen  Funktionen.  Dieser 
einschlägigen  Behandlung  geht  aber  eine  durchaus  elementare  Ein- 
leitung voraus,  wobei  nur  singularitätenfreie  ebene  Kurven  resp. 
ebene  Kurven  mit  lauter  gewöhnlichen  Doppelpunkten  benützt 
werden,  und  dieses  Verfahren  ist  um  so  mehr  berechtigt,  weil  die 
später  eingeführte  Noethersche  Normalkurve  ja  selbst  singulari- 
tätenfrei ist  und  sich  auf  eine  ebene  Kurve  der  genannten  Art 
projizieren  läßt. 

Das  Korrespondenzprinzip  der  algebraischen  Geometrie  präzis 
zu  formulieren,  sowie  mit  aller  Emfachheit  und  Strenge  zu  be- 
weisen, wurde  auch  durch  den  Gebrauch  der  uniformisierenden 
automorphen  Funktionen  erzielt.  Durch  dieselben  ]\Iittel  nebst  den 
im  Stanford -Vortrag  entwickelten  Methoden  erscheint  der  von 
allen  Kunstgriffen  befreite  Beweis  des  Jacobischen  Umkehr- 
problems in  einfacher,  strenger  Gestalt.  Aber  auch  die  kunstvolle 
explizite  Lösung  von  Eiemann  wird  mit  aufgenommen. 

Ein  Hauptziel,  welches  sich  der  Verfasser  zu  Anfang  gesteckt 
hatte,  bestand  im  Beweise  des  Eiemann- W  ei  erstraßschen 
Thetasatzes.  Bei  der  Bearbeitung  der  Einzelheiten  stellte  sich 
heraus,  daß  die  prinzipielle  Bedeutung  des  Thetasatzes  doch  in 
dem  hierdurch  gegebenen  Programm  für  eine  Untersuchung  der 
2n-fach  periodischen  Funktionen  von  n  komplexen  Variabelen 
bestand.  Nach  Ausführung  desselben  ergab  sich  der  Beweis  des 
Thetasatzes  schon  von   selbst. 


VI  Vorwort  zur  zweiten  Lieferung 

An  dieser  Stelle  möge  noch  erwähnt  werden,  wie  tief  der  Ein- 
fluß von  Felix  Klein  auf  die  Disposition  und  Behandlung  des 
Stoffes  gewesen  ist.  Klein  hatte  sich  zwar  in  seinen  Vorlesungen 
über  die  A heischen  Funktionen  andere  Ziele  gesteckt,  als  Schüler 
sowohl  von  Kiemann  als  auch  von  Plücker  und  Clebsch  hat 
er  aber  eine  Würdigung  dieses  Gebietes  der  Mathematik  erzielt, 
welche  der  Nachwelt  nicht  verloren  gehen  darf. 

Cambridge  (Massachusetts),  den  15.  März  1932. 

W.  F.  Osyoüd. 
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Zweiter  Abschnitt. 
Abelsche  Integrale  und  periodische  Funktionen. 

Viertes  Kapitel. 
Algebraische  Funktionen  und  Abelsche  Integrale. 

§  1.  Das  algebraische  Gebilde,  G{iü,  z)  =  0. 

Um  die  Haupterscheinungen  in  der  Theorie  der  algebraischen 
Funktionen  und  der  Abelschen  Integrale  in  einfachster  Weise  her- 
vortreten zu  lassen,  gehen  wir  von  einer   Gleichung 

(1)  G{iü,  2)  =  0 

aus,  wobei  G{io,z)  ein  irreduktibeles  Polynom  bedeutet.  Es  gibt 
zwei  geometrische  Deutungen  dieser  Gleichung,  einmal  vermöge 
der  Riemannschen  Fläche  (Bd.  I,  Kap.  8,  §  12),  anderseits  aber 
durch  eine  algebraische  Kurve.  Wir  werden  ausgiebigen  Gebrauch 
von  beiden  machen.^) 

Indem  wir  das  Polynom  als  von  positivem  Grade  in  lo  vor- 
aussetzen, wird  durch  die  Gleichmig  (1)  eine  monogene  analy- 
tische Funktion  lo  von  z  definiert.  Dabei  besteht  der  Bereich  der 
unabhängigen  Variabelen  aus  der  ein-  oder  mehrfach  überdeckten 
erweiterten  2: -Ebene,  F. 

Im  kleinen  läßt  sich  eui  Zweig  der  Funktion  in  der  Nähe 
einer  beliebigen  Stehe  (b,  a)  des  algebraischen  Gebildes  durch  die 
Formel 

(2)  io  —  h=^{z  —  a)'itp  ^^{z  —  d) « 


1)  Wegen  der  Literantr  dieses  Kapitels  sei  auf  den  Bericht  von  Wir- 
tJnger,  Encyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften,  II  B  2,  S.  115.  ver- 
wiesen. 

Osgood,  Funktionentheorie  II,  2  21 
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darstellen,  wo  f  und  q  natürliche  Zahlen  sind  und  ip{t)  sich  im 
Punkte  t  =  0  analytisch  verhält  und  dort  nicht  verschwindet,  so- 
fern a  und  h  beide  endlich  sind.  Ist  dagegen  a=oo,  so  wird 
z  —  a  durch  Ijz  ersetzt,  und  ebenso  tritt  llw  an  Stelle  von 
lü  —  b,    falls    b  =cx);    vgl.  Bd.  I,  Kap.  8,  §  14. 

Sei  TV  eine  eindeutige  Funktion  auf  der  Fläche  F,  welche 
sich  im  allgemeinen  analytisch  verhält.  Hat  W  keine  anderen  sin- 
gulären  Stellen  als  nur  Pole  auf  F  —  insbesondere  soll  W  in 
einem  Verzweigungspunkte  entweder  stetig  sein  oder  unendlich 
werden  — -,   so   läßt   sich  W  rational   durch   w   und   z   ausdrücken: 

(3)  W^R{w,z). 

Hat  W  wenigstens  für  einen  Wert  von  z  getrennte  Werte  in 
allen  n  Blättern,  so  läßt  sich  umgekehrt  w  rational  durch  W  und 
z  ausdrücken: 

(4)  iv=R,{W,z); 

Bd.  I,  Kap.  8,  §  15.  Zwei  solche  Funktionen,  w  und  TT',  sind 
gleichberechtigt  in  bezug  auf  die  Fläche  und  heißen  im  großen 
gleichverzweigt,  oder  sofern  kein  Mißverständnis  zu  befürchten  ist, 
schlechtweg  gleicliv  er  zweigt. 

Ordnung  einer  Wurzel  bzw.  eines  Poles.  Sei  {b,  a)  eine  be- 
liebige Stelle  des  algebraischen  Gebildes  und  sei  TT^  =  f{z)  eine 
Funktion,  welche  bloß  in  der  Nähe  von  (&,  a)  den  vorbezeichneten 
Bedingungen  genügt.  Verschwindet  f{z)  dort,  ohne  identisch  zu 
verschwinden,  so  wird  die  Anzahl  der  Wurzeln  vermöge  des  log- 
arithmischen Eesiduums  definiert: 

(5)  n^-^-.n^- 

c 

Hat  j{z)  dagegen  einen  Pol  dort,  so  wird  dessen  Ordnung 
durch  dasselbe  Integral,  negativ  genommen,  erklärt.  Und  nimmt 
j{z)  den  Wert  W  ^  B  dort  an,  ohne  identisch  gleich  B  zu  sein, 
so  sagt  man,  j{z)  nimmt  diesen  Wert  /c-mal  an,  falls  f{z)  —  B 
dort  fc-mal  verschwindet. 

Da  diese  Definitionen  sich  bloß  auf  die  Umgebung  eines  im 
Endlichen  oder  Unendlichen  belegenen  Windungspunktes  endlicher 
Ordnung   beziehen,   so   haben   sie   eigentlich   nichts   mit   dem   alge- 
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braischen  Gebilde  zu  tun,  sie  beziehen  sich  nämhch  bloß  auf  die 
Eiemannsche  Fläche  im  kleinen  und  sind  somit  als  dahin  erwei- 
tert aufzufassen.  Die  frühere  Funktion  w  kommt  nur  insofern  in 
Betracht,  als  sie  zu  einem  "Windungspunkte  g-ter  (insbesondere 
0-ter)   Ordnung  Anlaß  gab. 

■  Die  Ordnung  einer  Wurzel  resp.  eines  Poles  bleibt  invariant 
gegenüber  einer  beliebigen  Transformation  der  Umgebung  der 
Stelle  auf  die  Umgebung  eines  anderen  Windungspunktes  end- 
licher Ordnung,  wobei  die  Transformation  ein-eindeutig  und  stetig, 
und  vom  Windungspunkte  selbst  abgesehen,  auch  konform  sein 
soll. 

Bei  allen  diesen  Definitionen  spielt  der  Punkt  oo  keine  Son- 
derrolle. 

Anzahl  der  Wurzeln.  Die  Funktion  (3)  nimmt  jeden  Wert 
gleich  oft  an,  sofern  dieselbe  nicht  gerade  eine  Konstante  ist. 
Diese  Anzahl  ist  gleich  der  Gesamtzahl  der  Pole.  Der  Beweis  dieses 
Satzes  w^ird  vermöge  der  Methode  des  Hernmintegrierens  geführt, 
indem  man  die  Yerzweigungspunkte  durch  kleine  Kreise  aus  der 
Fläche  herausschneidet  und  die  übrige  Fläche  in  schlichte  Stücke 
zerlegt,  derart  daß  keine  Wurzel  und  auch  kein  Pol  der  Funktion 
W  —  B  am  Eande  eines  dieser  Stücke  liegt.  Dann  gibt  das  Inte- 
gral (5),  worin  f[z)  —  W  —  B  sei,  erstreckt  über  den  Band  eines 
Stückes  in  positivem  Sinne,  die  Summe  der  darin  enthaltenen 
Wurzeln  weniger  der  Summe  der  darin  enthaltenen  Pole.  Addiert 
man  diese  Zahlen  für  alle  Stücke  zusammen  und  bemerkt  man, 
daß  die  entsprechenden  Integrale  schließlich  über  jedes  Eandstück 
einmal  nach  der  einen,  sodann  aber  nach  der  anderen  Kichtung 
hin  erstreckt  werden,  so  ergibt  sich  der  Beweis  sofort. 

§  2.  Abelsche  Integrale. 
Unter  einem  Ahelschen  Integrale  versteht  man  ein  Integral 

(w,  z) 

(6)  f  R  {w,  z)dz  ^  f  R  {w,  z)dz  -{-  const., 

wobei  R{w,z)  eine  rationale  Funktion  bedeutet  und  iü,z  durch 
die  algebraische   Gleichung  (1), 

G{w,z)  =  0, 

21* 
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miteinander  verbunden  werden.  Außer  solchen  vertrauten  Beispie- 
len aus  der  Integralrechnung,  wie 

J  yä^ZT^'        J  Va-j-bx-^car-dx, 
sei  noch  das  elliptische  Integral  erwähnt, 


X 

r dx 

(^)  J  y{i-x^){i- 


k^x^) 


Letztere  Funktion  hat  die  Eigenschaft,  daß  jeder  Zweig  derselben, 
in  der  Nähe  einer  willkürlichen  Stelle  der  dem  algebraischen  Ge- 
bilde 

?<;2  =  (1  -02)(1  -ir-2^-) 

zugehörigen  Eiemannschen  Fläche  betrachtet,  stetig  bleibt,  und 
darum  spricht  man  von  einem  üherall  endlichen  Integral  oder  von 
einem  Integral  erster  Gattung. 

Hyperelliptische  Gebilde  und  Integrale. 

Definition.  Ist  6^2»  +  2 ('^)  i'fsp.  G2p  +  i{z)  ein  Polynom  mit 
getrennten  Wurzeln  und  von  dem  durch  den  Index  bezeichneten 
Grade,   so  heißt 

(8)  i(;2  =  G2  p^  2  (^) ,  W'  =  G^  p+ 1  (-') 

ein  hyperelli'ptisches  Gebilde,  und  zwar  wird  sich  herausstellen,  daß 
die  Zahl  p  gleich  dem  später  einzuführenden  Geschlecht  des  Ge- 
bildes resp.  der  zugehörigen  Eiemannschen  Fläche  ist.  Auf  die  all- 
gemeine Definition  eines  hyperelliptischen  Gebildes  wollen  wir  erst 
später  eingehen,  ein  solches  läßt  sich  indessen  stets  auf  die  Form 
(8)  zurückführen. 

Integrale  erster  Gattung.  Auf  jedem  der  Gebilde  (8)  gibt  es  p 
linoiXY  unabhängige,  überall  endliche  Integrale,  nämlich 


^^^  J  V^'       fvGV)'""        J 


"  zP-^dz 

VGlzj 


Integrale    zweiter    Gattung.    Es    gibt    ferner    Integrale,    welche 
einen  Pol  erster  Ordnung  in  einem  beliebigen  Punkte  (&,  a)  haben. 
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Ist   nämlich    (fe,  a)   eine   gewöhnliche   endliche    Stelle   des   algebrai- 
Bchen   Gebildes,  so  ist 

wo     w'  =  dicläz,    ein    solches    Integral.      Ist    (&,  a)    dagegen    eüa 
endlicher  Yerzweigungspunkt,  so  hat  man 

dz 


{z-a)VG[z) 
Ist  endlich    a  =  oo,    so  ergibt  sich 

(l'2a)  j  -^ ,H^=— ^^' 


falls 


im    bewußten  Blatte  ist,  resp. 


/*      z^  dz 


(^) 


Diese  Integrale  heißen  Integrale  zweiter  Gattung.  Sie  entspre- 
chen der  Funktion 

1 

resp.         z 

z  —  a  ^ 

auf  der  einblättrigen  Eiemannschen  Fläche,  d.h.  auf  der  schlichten 
Ebene. 

Integrale  dritter  Gattung.  Die  Funktion  log  z  hat  zwei  singulare 
Stellen  in  der  erweiterten  Ebene,  nämlich  2  =  0,oo.  Verlegt  man 
diese  an  zwei  allgemeine  Punkte,  so  kommt 

log  ^^  =  log  {z-a)—  log  {z  —  h). 

Diese  Funktion  findet  ihr  Analogon  in  dem  Integrale  dritter 
Gattung 

vorausgesetzt,  daß  {Wa,a),  {Wb,h)    zwei  endliche  Stellen  des  alge- 
braischen  Gebildes  sind.   Sind  insbesondere  beide  Stellen    z  =  a,h 
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Verzweigungspunkte,     so    reduziert     sich     das     Integral     auf     die 

Funktion 

,      z  —  o 
log V 

°  Z —  0 

Ist  dagegen  b^oo,  so  hat  man,  i'alls  2=00  kein  Verzwei- 
gungspunkt der  Fläche  (also  G  vom  Grade  2^  +  2)  ist, 

(14)  I>a^  [Z)  =J    ^j—~^ dz, 

WO 

,.         w 

lim  ——,  =  c 

im   betreffenden   Blatte   ist.   Liegen  jedoch   a   und   h   übereinander 
im  Unendlichen,  so  ergibt  sich 

(15)  P--^')-/'^' 

Ist  anderseits    2;  =  00    ein  Verzweigungspunkt,  so  wird 

(16)  f«-W=/'S"^- 

Es  sei  noch  hervorgehoben,  daß  wir  die  Existenz  der  Inte- 
grale aller  drei  Gattungen  im  hyperelliptischen  Falle  vermöge  ex- 
pliziter Formeln  konstatiert  haben,  und  zwar  dürfen  die  singulären 
Punkte  im  Falle  der  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  be- 
liebig auf  der  Fläche  liegen. 

Wie  man  sieht,  finden  die  Integrale  zweiter  und  dritter  Gat- 
tung ihr  Analogon  schon  im  Bereiche  der  elementaren  Funktionen, 
während  für  die  Integrale  erster  Gattung  erst  die  elhptischen  Inte- 
grale vorbildlich  sind. 

Aufgabe.  Das  elliptische  Integral  in  der  Legen  dreschen 
Form 

/  yi  —  k^  sin^9?  ^9^ 

geht  durch  die  Substitution 

X  =  sin  (p 
in  die  Jacobische  Form 


/ 


Vl  —  k*x*  j 
-dx 


yi  —  x* 

über.  Alan  zeige,  daß  letzteres  Integral  sich  als  eine  lineare  Kom- 
bination zweier  Integrale  (12a)  ausdrücken  läßt. 
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§  3.  Die  Zahl  p. 

Ein  entscheidendes  Merkmal  in  der  Theorie  der  algebraischen 
Funktionen  und  der  damit  verwandten  Transzendenten,  der  Abel- 
schen  Integrale  und  der  automorphen  Funktionen,  besteht  in  der 
Zahl  p,  welche  durch  irgendeine  der  folgenden  drei  Eigenschaften 
definiert  werden  kann: 

a)  Sie  ist  das  Geschlecht  der  dem  algebraischen  Gebilde  (1) 
zugehörigen  Eiemannschen  Fläche^);  vgl.  unten  §§  8,  10. 

b)  Sie  ist  das  Geschlecht  der  durch  die  Gleichung  (1)  darge- 
stellten algebraischen  Kurve;  vgl.  unten  §  10. 

c)  Sie  ist  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Integrale  erster 
Gattung  am  Gebilde  (1),  —  nach  Weierstraß,  der  Rang,  q, 
dieses  Gebildes. 

Wie  erörtern  zuerst  die  Eigenschaft  a). 


§  4.  Analysis  situs.  Anschauungsmethoden. 

Wir  wollen  beweisen,  daß  die  dem  algebraischen  Gebilde  (1) 
zugehörige  Eiemannsche  Fläche  F  sich  ein-eindeutig  und  stetig 
auf  eine  der  folgenden  Flächen  beziehen  läßt .2) 


Kugel,  p  =  0: 


Torus ,  p  =  1 : 


Eingfläche,  p  =  2: 


Kugel  mit  p  Henkeln ; 

^  (CO 


Fig.  7. 


1)  Riemann,  Journ.   für   Math.   54   (1857)    S.  129  =  Werke,   2.  Aufl., 
S.  114. 

2)  Die    Gedanken    gehen    von    Riemann    a.  a.  O.    aus     und    wurden 
namentlich     von     Clifford     und    Klein     weiter     entwickelt;     Clifford, 
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Die  elliptische  Fläche.  Beginnen  Avir  mit  dem  elliptischen   Ge- 
bilde, 2>  =  1 : 


W 


{z-a){z-h){z~c){z-d). 


Indem  wir  die  Yerzweigmigsschnitte  etwa  zwischen  a  und  h,  so- 
wie zwischen  c  und  d  anlegen,  schneiden  wir  F  längs  derselben 
auf.  Jede  der  entsprechen- 
den Kugelflächen  erhält  so 
zwei  Löcher.  Wir  denken 


i  Fig.  8.  " 

uns  diese  Flächen  als 
elastische  Membranen,  die 
wir  dann  auseinander- 
nehmen und  zunächst, 
wie  angedeutet,  leicht 
deformieren,  Fig.  9.  So- 
dann ziehen  wir  die 
Eänder  etwas  von  der 
Kugel  ab,  wodurch  kurze 
Eöhren  entstehen ,  und 
zugleich  orientieren  wir 
die  also  abgeänderten 
Flächen  so  gegeneinan- 
der, wie  in  Fig.  10  an- 
gedeutet ist.  Jetzt  werden  die  entsprechenden  Ränder  der  Schläuche 
einander  genähert,  und  es  kommt  darauf  an,  daß  man  sich  über- 
zeugt ,  wenn  ein  Punkt  P  einen  dieser  Ränder  beschreibt ,  daß 
dann  der  zugehörige  Punkt  P'  am  anderen  Rande  sich  im  ge- 
wünschten Sinne  bewegt,  damit  die  Ränder  so  wieder  zusammen- 
gefügt werden  können,  daß  die  Abbildung  der  Umgebung  des 
Schnittes  in  der  ursprünglichen  Fläche  auf  die  Umgebung  der 
vereinigten  Ränder  an  der  Ringfläche  ein-eindeutig  und  stetig 
ausfällt.   Es   stellt   sich   heraus,   daß    dies   in    der   Tat   zutrifft.  So 


Proceedinys  London  Math.  Soc.  8  (1877)  S.  229  =  MaÜwmatical  Pai>ers,  S.  241; 
Klein.  Über  Eiemcoin's  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  und  ihrer  Inte- 
grale, 1882.  Neumann  hat  sie  für  die  Tlieorie  der  Abelschen  Integrale 
mit    aller    Schärfe    dargelegt    {Abelsche  Integrale,  2.  Aufl.,  1884). 
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erhält    man   denn    eine   geschlossene     Eingfläche,    Fig.   11,   welche 
noch  nachträglich  stetig  in  einen   Torus  umgeformt  werden  kann. 
Die   hyperelliptisclie  Fläche.    Wir   wenden    uns   jetzt    dem    Ge- 
bilde zu, 

Verfährt  man  hier  in  ähnlicher  ^a.        "^^  ^^ 

Weise,    so    entstehen   zunächst      ,,^  "^^'^~^-^ 

zwei  Kugelflächen  je  mit  drei     ^^  '^'    ' 

Löchern,    Diese  werden,    wie    vorhin,    in    eine   geschlossene   Eing- 
fläche verwandelt,  welche  ungefähr  aus  zwei  Kugelflächen  besteht, 


Fig.  13. 


die  durch  drei  Röhren  miteinander  verbunden  werden  (Fig.  1-4). 
Die  letzte  Fläche  kann  dann  stetig  in  eine  Ringfläche  mit  zwei 
Löchern  verwandelt  werden. 


Jetzt  sieht    man,    wie    die    allgemeine    hyperelliptische    Fläche 

iv^  =  G'2  j,  +  2  {^)     »^«^sp.     10^  =  G2P  +  1  (z) 

zu  behandeln  ist.  Als  Mittelfläche  erhält  man  zwei  Kugelflächen, 
welche  durch  p  +  1  Röhren  miteinander  verbunden  werden,  und 
diese  läßt  sich  nachträglich  in  die  Kugel  mit  p  Henkeln  stetig 
verwandeln. 

Der  allgemeine  Fall  einer  algebraischen  Fläche.  Im  nicht-spezia- 
lisierten  Falle  des  Gebildes  (1)  sind  die  Verzweigungspunkte  der 
zugehörigen  Riemannschen  Fläche  sämtlich  einfach  und  keine  zwei 
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Fig.  15. 


derselben  liegen  übereinander.  Wir  werden  später  zeigen,  daß  auch 
jeder  besondere  Fall  auf  diesen  zurückgeführt  werden  kann.  Nach 
Lüroth^)  können  die  Verzwei- 
gungsschnitte so  angelegt  werden,  '/.  /,■  ; 
daß  das  erste  Blatt  mit  dem  zwei- 
ten nur  durch  zwei  Verzweigungs- 
punkte verbunden  wird;  ebenso  das  zweite  mit  dem  dritten  usw. 
bis  zu  den  beiden  letzten  Blättern  hin,  welche  dann  noch  durch 
die  überschüssigen  Verzweigungspunkte  zusammenhängen.  Nehmen 
wir  für  den  Augenblick  das  Kesultat  als  bewiesen  an  und  be- 
zeichnen wir  mit  2p  +  2  die  Anzahl  der  Verzweigungspunkte  im 
letzten  Blatte.  Indem  wir  die  entsprechende  Kugelfläche  längs 
sämtlicher  Verzweigungsschnitte  aufschneiden,  entspricht  dem 
ersten  Blatte  eine  Kugel  mit  einem  Loche.  Dem  zweiten  Blatte 
entspricht  dann  eine  Kugel  mit  zwei  Löchern,  und  so  geht  es 
weiter  bis  zu  den  beiden  letzten  Kugeln  hin.  Letztere  hat  p  +  1 
Löcher. 


Fig.  16. 

Jetzt  kann  man  die  Eänder  paarweise  zusammenfügen,  ähn- 
lich wie  im  hyperelliptischen  Falle,  und  es  entsteht  so  eine  ge- 
schlossene Fläche  mit  p  Löchern,  also  eine  Fläche  vom  Ge- 
schlechte p. 

Zur  Erhaltung  dieses  Eesultats  ist  aber  der  Lürothsche  Satz 
keineswegs  nötig.  Man  projiziere  die  sämtlich  als  von  der  ersten 
Ordnung    vorausgesetzten    Verzweigungspunkte    auf    die    schlichte 


1)  Mathematische  Annalen  4  (1871)  S.  181. 
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Ebene  und  lege  eine  einfache  nicht-geschlossene  Kurve  durch  die- 
selben.^) Sodann  werde  jedes  Blatt  der  Fläche  längs  dieser  Kurve 
aufgeschnitten.  Und  nun  denken  ^Yir  uns  jedem  aufgeschnittenen 
Blatte  einen  Zweig  der  Funktion  zuerteilt.  Jetzt  werden  die  Blät- 
ter wieder  zu  einer  Eiemannschen  Fläche  zusammengefügt.  Dann 
werden  die  Verzweigmigspunkte  paarweise  durch  Verzweigungs- 
schnitte  miteinander  verbunden,  derart,  daß  ein  und  nur  ein  Ver- 
zweigungsschnitt an  einen  Verzweigungspunkt  stößt. 

Wenn  diese  Fläche  längs  sämtlicher  Verzweigungsschnitte  auf- 
geschnitten wird,  so  gibt  es  wieder  n  Kugeln,  welche  mit  Löchern 
versehen  sind,  und  zwar  entspricht  einem  Loch  in  einer  Kugel 
stets  ein  Loch  in  einer  zweiten  Kugel.  Jetzt  wird  man  die  n 
Kugeln  so  durch  Eöhre  miteinander  verbinden  können,   daß  jede 


Fig.  17 


Kugel  mit  jeder  anderen  durch  Eöhre  und  Zwischenkugeln  ver- 
bunden wird.  Dazu  sind  offenbar  mindestens  n  —  1  Eöhre  nötig, 
und  diese  kommen  ja  für    2?i  —  2    Verzweigungspunkte  auf. 

Man  kann  hier  systematisch,  wie  folgt,  vorgehen.  Man  gehe 
von  einer  beliebigen  Kugel  aus  und  verbinde  damit  eine  zweite 
Kugel  vermöge  eines  Eohres.  Diese  Fläche  werde  nun  in  eine 
Kugelfläche  verwandelt,  welch  letztere  im  allgemeinen  mit  Lö- 
chern versehen  sein  wird.  Sind  noch  Kugeln  vorhanden,  so  muß 
es  mindestens  eine  geben,  welche  mit  der  soeben  hergestellten 
Fläche  verbunden  werden  kann.  Dies  geschehe,  und  die  neue 
Fläche  werde  wieder  in  eine  Kugelfläche  verwandelt.  So  fährt 
man  fort,  bis  alle  Kugeln  erschöpft  sind. 

Diese  letzte  Fläche  kann  insbesondere  eine  geschlossene  sein; 
dann  ist  p  =  0.  Sind  dagegen  noch  Löcher  vorhanden,  so  werden 
sich  diese  paarweise  entsprechen.  Von  hier  aus  gelangt  man  leicht 
zur  Kugel  mit  p  Henkeln. 


1)  Der  Übersichtlichkeit  halber  denken  wir  uns  die  Fläche  nötigenfalls 
so  umgeformt,  daß  keine  zwei  Verzweigungspunkte  übereinander  liegen. 
Doch  ist  diese  Voraussetzung  zum  Erfolge  der  Methode  nicht  nötig. 
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Bienianns  Formel.  Die  letzten  p  Eöliren  kommen  noch  für 
2^)  Yerzweigungspmikte  auf.  Hiermit  erhalten  wir  im  vorliegenden 
Falle  einen  Beweis  der  allgemeinen  Eiomannschen  Formel  be- 
treffend eine  beliebige  algebraische  Fläche,  nämlich 

(1)  I  =  ri  +  p  -  1 , 

•wo  n  die  Blätterzahl,  p  das  Geschlecht  und  w  die  Anzahl  der 
Windungspunkte  bedeutet.^)  Wie  wir  später  sehen  werden,  gilt 
diese  Formel  allgemein,  sofern  höhere  Windungspunkte  ihrer  Ord- 
nung nach  gezählt  werden. 


§  5.  Von  der  Anzahl  der  Schnittpunkte  zweier  Kurven. 

Zwei  algebraische  Kurven 

(1)  F{w,  z)  =  0,  0{w,  z)=0 

mögen  sich  im  Anfang  schneiden.  Selbst  dann,  w^enn  ein  Poly- 
nom im  großen  irreduktibel  ist,  kann  es  immerhin  noch  reduk- 
tibel  im  kleinen  sein,  z.  B. 

w'  —  z'^  —  z^  =  [w  —  z  yV^z]  [w  +  z  yTT^s] . 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,   daß    F{w,z),  0{iv,z)    beide 
im  Anfange  irreduktibel  sind.  Dann  läßt  sich  das   Gebilde 

(2)  F{w,z)  =  0 

in  der  Nähe  des  Anfangs,  wie  folgt,  uniformisieren : 

(3)  z^<p{t),  iv  =  y){t), 

wo  <p{t),  ip{t)  sich  im  Anfang  analytisch  verhalten  und  dort 
verschwinden  und  wo  außerdem  jede  in  der  Nähe  des  Anfangs 
gelegene  Stelle  {w,z)  des  Gebildes  zu  einem  und  nur  zu  einem 
Werte  von  t  führt.  Denn  F{iü,  z)  kann  ja  nach  dem  Vorberei- 
tungssatze in  der  Form  dargestellt  werden: 

F{w,  z)  =  z^Giw,  z)  S{w,  z),  (5(0,  0)  ^  0. 


1)  Journal  für  Mathematik,  Bd.  54  (1857)  S.  129  =  Werke  (1.  Aufl.) 
S.  107.  Riemann  hat  allerdings  diese  Formel  nicht  explizite  hingeschrieben. 
Sie  geht  aber  aus  seinen  Resultaten  unmittelbar  hervor. 
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Ist  q>0,  so  ist  5=1,  G{io,z)=^l,  und  dieser  Fall  ist 
trivial.  Ist  dagegen  q  =  0,  so  ist 

G{w,  z)  =  10^  +  ^i(^)i6— 1  +  •  •  .  +  A^{z), 

wo  A,,{z)  sich  im  Anfange  analytisch  verhält  und  dort  verschwin- 
det. 

Wir  tragen  nun  die  Werte  (3)  von  z  und  ic  in  die  Funktion 
0{iü,  z)   ein: 

(4)  0[ip{t),cp{t)-]  =  t''0{t)       resp.       ^0. 

Im  zweiten  Falle  ist  0{w,  z)  durch  F[io,  z)  teilbar,  vgl.  Kap.  2, 
§  8,  1.  Satz,  und  die  beiden  Kurven  (1)  sind  also  miteinander 
identisch. 

Im  ersten  (allgemeinen)  Falle  verhält  sich  0{t)  analytisch  im 
Anfange  und  verschwindet  dort  nicht: 

0(0)  ^  0. 

Definition.  Die  Anzahl  der  Schnittpunkte  der  Kurve 
0(w,  2:)  =  0  mit  der  Kurve  F{vj,  ^)  =  0  soll  als  die  Zahl  A'  er- 
klärt werden.  Schneiden  sich  diese  Kurven  in  einem  beliebigen 
endlichen  Punkte  (fc,a),  so  wird  die  Anzahl  der  Schnittpunkte 
ähnlich  erklärt. 

1.  Satz.  Die  Zahl  N  bleibt  invariant  gegenüber  einer  regu- 
lären  Transformation 

(5)  ^'  =^  g  {lo ,  z),  w'  =  h  {w ,  z) , 

wo  g{io,z),  h{iü,z)  sich  analytisch  im  Anfange  verhalten  und  dort 
außerdem 

In  der  Tat  wird  die  im  Anfange  irreduktibele  Funktion  F{iü,  z) 
durch  die  Transformation  (5)  wieder  in  eine  im  Punkte  (b',  a') 
irreduktibele  Funktion  F'{w',  z')  übergeführt,  Kap.  2,  §  4,  Ende. 
Vermöge  (5)  und  (3)  wird  dann  das   Gebilde 

F'{w\z')^^ 
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uniformisiert.  Es  ist  nämlich  vor  allem  klar,  daß  die  Gleichungen 

(6)  z'  =  g[y^  {t) ,  <P  (0] ,        ^'  =-1^  bp  (0 ,  <?  (0] 

lauter  Stellen  des  bewußten  Gebildes  liefern.  Es  muß  aber  noch 
nachgewiesen  werden,  daß  umgekehrt  jede  in  einer  geeigneten  Um- 
gebung des  Punktes  {h' ,  a')  gelegene  Stelle  (w',  z)  des  transfor- 
mierten Gebildes  zu  einem  und  nur  zu  einem  Werte  von  i  führt. 
Nun  geht  aber  {w' ,  z')  in  eine  einzige  Stelle  {yo,  z)  über,  und 
letztere  Stelle  führt  ja  zu  einem  einzigen  Werte  von  t. 

Indem  man  andererseits  die  Werte  (6)  in  die  transformierte 
Funktion  0'{;w',  z')  einträgt,  ergibt  sich  wieder  genau  dieselbe 
Funktion   (4)  von  t,  und  hiermit  ist  der  Beweis  geliefert. 

2.  Satz.  Sind 

G{w,z)  ^w"'-\-  Ai{z)'W^-^ -^  .  .  .+  A^{z), 
r{w,  ^)  =  w;"  +  i5l(^)^<;«-l  + \-  B„{z) 

zwei  irreduktihele  ausgezeichnete  Pseudoyolynome,  deren  Spitze  im 
Anfange  liegt,  so  ist  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  von  F  =  0  mit 
G  =  0  im  Anfange  gleich  derjenigen  von  G  —  0  mit  F  =  0  dort,  so- 
fern nicht  gerade  G  ^  F  ist. 

Zum  Beweise  berechnen  wir  die  Zahl  N  auf  eine  neue  Weise. 
Sei  T  die  längs  der  positiven  reellen  Achse  aufgeschnittene 
Kreisscheibc  \z\  <  h,  wozu  noch  die  Eandpunkte  am  einen  Ufer 
des   Schnittes  gezählt  werden, 

T:  0  <  |2|  < /i,  0<arc2;<27r, 

nebst  den  Randpunkten  arc2  =  0,  0<|2l</i,  sowie  2  =  0. 
In  diesem  Bereiche  werden  die  m  Wurzeln  der   Gleichung 

(7)  G{w,z)^0, 
wie  folgt,   definiert: 

(8)  Wk^w^'^-i^'f'xK^'O,       ;c(0)+0,    (ü  =  e'^\    /c  =  l,...,  m, 

\i\<h'\         0^arcf<— ,         2  =  r, 
wo   in   (3)   \p{t)  =  ifxi^)  gesetzt   worden  ist. 
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Wir  bilden  jetzt  die  Funktion 

(9)  Rg^r  =  r{w„z)...r{w„„z) 

und  drücken  dieselbe  durch  t  aus.  Da  jeder  Faktor  genau  durch 
t^  teilbar  und  das  Produkt  symmetrisch  in  den  Wi,  •  •  -,  iv^  ist, 
so  erkennt  man,  daß 

(10)  RQj.  =  t"'^'F{r),  ?^(0)=H0, 
ist.  Demgemäß  ist  auch 

(11)  R^^^,=^z^^W{z),  ^^(0)4=0, 

und  65  erweist  sich  somit  die  Zahl  N  als  die  Ordnung  der  Wurzel 
z  —  0  in  der  Besultante  von  G  und  F,  Bq  p. 

Jetzt  lassen  wir  die  Funktionen  G  und  F  ihre  Eollen  wech- 
seln. Bezeichnet  man  mit  TFj,  .  .  .,  TF„  die  Wurzeln  von 
r{w,z),     wobei    W^.    im    Innern    von    T    analytisch    ist,    so    wird 

(12)  Rr^^^G{W„z)...G{W„,z). 

Beide  Funktionen,  i?G, r  ^^^  ^r,G'  berechnen  sich  aus  ein 
und  demselben  Produkte   (13)   unten.  Es  ist  nämlich 

r{w,z)  =  (w-W,)  ...iw-W„), 
mithin  ist 

1^0.  r  =  (i^'i  -  ^'i)  (^^1  —  "^'^^2)  ■  •  •  (wi  -  TF„) 

(13)  

Andererseits  ist  Rp^g  das  Produkt  derselben  Faktoren,  jeden  ne- 
gativ genommen,  also  ist 

(14)  ü;,,^=.(-i)"-e^,.. 

Darum  muß  Rr,o  durch  dieselbe  Potenz  von  z  teilbar  sein,  wie 
Rg^r    ^^^  der   Satz  ist  bewiesen. 

Aus  den  vorausgehenden  Entwickelungen  geht  noch  der  fol- 
gende Satz  hervor. 
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3.  Satz.  Seien  F{w,z),  0{iv,s)  zwei  im  Anfange  irreduktibele, 
einander  nicht-äquivalente  Funktionen.  Dann  schneiden  sich  die 
Kurven 

(15)  F{w,  z)  =  0,  0{iü,  0)  =  0 

dort  in  N  Punkten,  wo  N,  wie  folgt,  bestimmt  wird.  Auf  einem 
der  Gebilde  (15)  {gleichgültig  auf  welchem)  wird  die  andere  Funk- 
tion betrachtet.  Die  Anzahl  der  Wurzeln,  ivelche  letztere  im  Anfang 
aufiveist,  gibt  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  der  Kurven  (15)  im 
Anfange  an. 

Reduktibele  Kurven.  Wir  sind  nunmehr  in  der  Lage,  die  An- 
zahl M  der  Schnittpunkte  der  Kurven  (1)  im  Anfange  allgemein 
zu  definieren,  wenn  F  und  0  dort  zerfallen.  Vorerst  mögen  F 
und  0  in  ihre  irreduktibelen  Faktoren  zerlegt  werden: 

wobei  kein  0^  mit  einem  Fj  im  Anfange  äquivalent  ist.  Die  An- 
zahl der   Schnittpunkte  der  Kurven 

F,=^0,  0,  =  O 

heiße  Mij.  Dann  soll 

r,  n 

(16)  M^2l^h/.ßli, 

i  =  l,j  =  l 

sein. 

Ist  nun  (b,  a)  eine  beliebige  endliche  Stelle,  welche  beiden 
Kurven  (1)  gemeinsam  ist,  so  wird  die  Anzahl  der  Schnittpunkte 
in  ähnlicher  Weise  erklärt. 

Beispiele.  1.  Ist  der  Schnittpunkt  für  jede  Kurve  ein  ein- 
facher Punkt  derselben,  und  berühren  sich  die  Kurven  dort 
nicht,    so  ist  M  =  1 . 

2.  Ist  der  Schnittpunkt  ein  gewöhnlicher  Punkt  für  die  eine 
Kurve  (also  ein  einfacher  ,  der  auch  kein  Wendepunkt  ist)  und 
besteht  die  andere  Kurve  aus  der  Tangente  derselben  dort,  so 
ist  M  =  2. 

3.  Hat  jede  Kurve  einen  mehrfachen  Punkt  mit  lauter  ge- 
trennten Zweigen  (und  zwar  sei  k  resp.  l,  wo    /."  ^  1 ,    /  ^  1   sei, 
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die  Anzahl  der  Zweige);  wird  ferner  kein  Zweig  der  einen  Kurve 
durch  einen  Zweig  der  anderen  Kurve  berührt,  so  schneiden  sich 
die  beiden  Kurven  in  kl  Punkten. 

Von  der  Berührung  zweier  Kurven.  Zwei  Kurven  (1)  berühren 
sich  in  einem  endlichen  Punkte  A,  falls  jede  zunächst  irreduktibel 
ist  und  einen  einfachen  Punkt  dort  hat,  und  die  Kurven  sich 
wenigstens  zweimal   dort  schneiden. 

Ist  Ä  ein  mehrfacher  Punkt,  so  sondert  man  vor  allem  einen 
Zweig  jeder  Kurve  heraus.  Unter  Zugrundelegung  eines  nicht- 
spezialisierten  Koordinatensystems  läßt  sich  die  eine  Kurve  C 
in  der  Nähe  von  A   parametrisch  in  der  Form  darstellen, 

z  =  t'^co{t),  w^f'xii)^  oj{0)  =  a^O,  y^{0)  =  b^O, 

wobei  wir  A  der  Einfachheit  halber  in  den  Anfang  verlegt  haben. 
(Beweis  vermöge  der  linearen  Transformation 

tc'  =  a^w  +  h-iZ,  z'  =  ttoio  -f  &2-)- 

Da  nun 

,.      w       h 
lim  —  =  -- 

<  =  o  ^        « 

ist,  so  werde  die   Gerade 

aw  —  hz  =  0 

als  die  Tangente  in  A  bezeichnet.  Eine  nicht-spezialisierte  Ge- 
rade durch  A  schneidet  die  Kurve  g-mal  dort.  Die  Tangente 
ist  die  einzige  Gerade  durch  A,  die  C  mehr  als  g-mal  dort 
schneidet. 

Man  erkennt  leicht,  daß  bei  nicht-spezialisierter  Lage  des 
Koordinatensystems  die  Kurve  C  in  der  Nähe  von  A  =  (0,0) 
durch  die  irreduktibele    Gleichung  dargestellt  wird 

W^  +  ai(0)w;''-i  + h  a^{z)  =  0, 

wobei  (x,,{z)  durch  s*^  teilbar  ist.   Setzt  man  fernerhin 

Oij,{z)  =  Z^  äfc(0), 

so  wird  die   Gleichung 

(17)  Pf.  +  äi(2)TF«-i  +  •  .  .  +  «,(2)  =  0 

q  gleiche  Wurzeln  im  Anfange  haben,   da    W  =  wjz,    2  4=  0,    ist. 

Osgood,  Funktionentheorie  11,2  22 
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Wird  nun  die  zweite  Kurve  C  durch  die  irreduktibele  Glei- 
chung 

w'  4-  ßi  {z)  w;'-i  H \-  ßr{s)  =  0 

dargestellt  und  setzt  man  ßk{z)  =  z^ßy,{z),  so  berühren  sich  C 
und  C  in  A  stets  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Gleichungen 
(17)   und 

für  2  =  0  eine  gemeinsame  Wurzel  haben. 

Die  Definition  läßt  sich  unmittelbar  auf  jede  spezialisierte 
Lage  des  Koordinatensystems  übertragen.  Im  allgemeinen  wird 
nämlich  eine  beliebige  Gerade  durch  A  die  Kurve  C  in  g  Punk- 
ten schneiden.  (Keine  Gerade  durch  A  schneidet  C  in  weniger 
als  q  Punkten.)  Es  gibt  stets  eine  und  nur  eine  Gerade  durch 
A,  welche  die  Kurve  in  mehr  als  q  Punkten  schneidet.  Diese  Ge- 
rade ist  die   Tangente  in  A. 

Wird  nun  die  zweite  Kurve  C  von  einer  nicht-spezialisierten 
Geraden  durch  ^  in  r  Punkten  getroffen,  so  berühren  sich 
die  beiden  Kurven  in  A,  falls  ihre  Tangenten  dort  zusammen- 
fallen. 

Damit  C  und  C  sich  in  A  berühren,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend,  daß  sie  sich  dort  mehr  als  gr-mal  schneiden. 

Die  entsprechenden  Definitionen,  im  Falle  A  im  Unendlichen 
liegt,  sollen  so  getroffen  werden,  daß  sie  invariant  gegenüber  der 
Transformationsgruppe  verbleiben;  vgl.   §  6. 

Sollten  endlich  die  vorgelegten  Kurven  im  Punkte  A  zer- 
fallen, so  wird  man  die  einzelnen  irroduktibelen  Zweige  C  und  C 
derselben  paarweise  gruppieren  und  die  Berührung  der  ursprüng- 
lichen Kurven  auf  Grund  der  Berührung  der  Zweigenpaare  defi- 
nieren. 

§  C.  Fortsetzung.  Anzahl  der  Schnittpunkte  im  Unendlichen. 

Die  eigentliche  Ebene  der  analytischen  Geometrie  wird  durch 
Adjungierung  unendlich  ferner  Punkte  vornehmlich  auf  zweierlei 
Weisen  zu  einer  geschlossenen  Mannigfaltigkeit  ergänzt,  und  zwar 
einmal,  indem  man  die  projektive   Gruppe  zugrunde  legt, 

(18)    „' = 4i^+-^if±^?,  ^-=t:tB';tc'  \^Bc\^'>, 
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andererseits  aber  in  Anlehnung  an  die  Geometrie  der  reziproken 
Eadien,  oder  auch  an  diejenigen  KolHneationen  des  Eaumes, 
welche  eine  Fläche  zweiten  Grades  ungeändert  lassen,  indem  man 
von  der   Gruppe 


(19)  z.'  =  ^^i|^,     .'  =  ^1^;     h^^H+0, 


+  0, 


ausgeht.  Im  übrigen  dürfen  w'  und  z'  in  (19)  ihre  Plätze  wech- 
seln. Es  handelt  sich  nun  um  die  Erklärung  der  Anzahl  der 
Schnittpunkte  der  Kurven  (1)  in  einem  Punkte  des  unendlich 
fernen  Bereiches. 

Definition.^)  Sei  P  ein  unendlich  ferner  Punkt,  und  sei  P' 
ein  endlicher  Punkt,  in  welchen  P  durch  eine  Transforma- 
tion   T   der    Gruppe  übergeführt  wird: 

Dann  geht  eine  Kurve  C  durch  P,  wenn  die  transformierte 
Kurve  C  durch  P'  hindurchgeht.  Des  weiteren  wird  die  Anzahl 
der  Schnittpunkte  zweier  durch  P  hindurchgehenden  Kurven 
Cj,  Cg  als  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  ihrer  Bildkurven  C[,  C'^ 
in   P'  erklärt. 

Die  Definition  ist  zulässig.  Sei  S  eine  zweite  Transformation 
der  Gruppe,  wodurch  ein  endlicher  Punkt  Q  in  P  verwandelt 
wird,  und  seien  f^,  F^  die  Kurven,  welche  durch  S  in  Ci,  Cg 
übergehen.  Durch  die  Transformation 

TS, 

wobei  S  zuerst  ausgeführt  werde,  wird  nun  die  Umgebung  von 
Q  regulär  auf  die  Umgebung  von  P'  abgebildet,  und  hierdurch 
gehen  auch  die  Kurven  F^,  Fz  resp.  in  C[,  C'^  über.  Infolgedessen 
schneiden  sich  Cj,  Cg  in  der  gleichen  Anzahl  von  Punkten  in  P, 
wie  Pj ,  Pg  "1  Q  ■ 

Endlich  werde  die  Umgebung  eines  unendlich  fernen  Punktes 
P  durch  eine  Transformation  T  der  Gruppe  auf  die  Umgebung 
eines     unendlich     fernen    Punktes    P    abgebildet,    wodurch    C-^,  C^ 


1)  In  den  hier  betrachteten  Fällen  ist  stets  n  =  2.  Die  Erweiterung 
gilt  aber  auch  in  höheren  Räumen,  falls  eine  Definition  der  Anzahl  der 
Schnittpunkte  in  einem  endlichen  Punkte  bereits  getroffen  worden  ist. 

22* 
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resp.  in  Ci,  C^  übergeführt  werden.  Dann  bleibt  die  Anzahl  der 
Schnittpunkte  auch  hier  erhalten.  Der  Beweis  wird  ähnlich  ge- 
führt, indem  man  zwei  endliche  Punkte,  Q  und  Q,  nimmt,  welche 
durch  zwei  Transformationen  der  Gruppe,  S  resp.  S,  in  P  bzw. 
P  verwandelt  werden. 

Die  vorstehende  Definition  nebst  deren  Berechtigung  gilt 
offenbar  für  jede  Erweiterung  der  eigentlichen  Ebene  im  Sinne 
von  Kap.  3,   §  32. 

Aus  den  voraufgehenden  Entwicklungen  ergibt  sich  nun  fol- 
gender Satz. 

4.  Satz.  Die  Gesamtzahl  der  Schnittpunkte  zweier  algebraischen 
Kurven  in  einer  beliebigen  erweiterten  Ebene  verhalt  sich  invariant 
gegenüber  der  betreffenden  Grwp'pe. 

§  7.  Berechnung   der  Anzahl   der  Schnittpunkte    im  Unendlichen. 
Die  projektive  Ebene. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Berechnung  der  Anzahl  der 
Schnittpunkte  zweier  Kurven  in  einem  unendlich  fernen  Punkte 
in  jeder  der  genannten   Geometrien. 

Die  'projektive  Ebene.  Es  handelt  sich  um  lineare  Transforma- 
tionen von  der  Form 


A  = 


A,     B,     G,  j 
^3     B3     ^3 


Die  inverse  Transformation   T~^  lautet: 

rp-i.  ...  _  hiw' -\- h^z'  -{- b^  _  a^w'  -\- a^z'  -\-  a, 

C^W  -\- CiZ' -\- c^'  c^w  ■\- c^z  -\- c, 

wobei   die   Koeffizienten  die   Unterdeterminanten   von   A   sind.   Im 
übrigen  ist 

(1)  {A^w  +  B^z  +  C3)  {c^w'  +  c^z'  4-  C3)  -  A . 
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Sei  F{w,z)  ein  irreduktibeles  Polynom  n-ten  Grades.  Führen 
wir  die  Transformation   T  aus.  Dann  wird 

/^\  77/  N  F'{W',Z') 

(2)  F  (lü,  Z)  =  -. ,    /       ,    rr  , 

■wo  F'{w',  z')   ein   Polynom  höchstens  vom  w-ten    Grade  ist.   War 
F{iü,  z)  insbesondere  das  Polynom 

A^io+  B,z-\-  Ca, 

so     wird     F'{w',  2')  =  A,     also     fällt     F'     von     niederem     Grade 
aus. 

Ist  dagegen  F{io,  z)  nicht  mit  jenem  Polynom  äqui- 
valent, so  wird  F'{;w',z')  von  positivem  Grade  n'  sein,  denn  die 
Kurve 

C:  F{io,z)  =  0 

wird  nun  in  eine  Kurve 

C:  F'{iü',z')  =  0 

verwandelt,  welche  nicht  ganz  im  Unendlichen  liegt. 

Im  übrigen  wird  n'  —  n,  und  F'{w',z')  fällt  irreduktibel 
aus.  Wendet  man  nämlich  die  inverse  Transformation  T-^  auf 
F'iw',  z')  an,  so  kommt 

/n\  7-1/  /      /        ,\  F(W,Z) 

(3)  F'  {w ,  z)  =  ^  ^ 


Daraus  ergibt  sich,  daß 

^y""'"}      (^A^y,^B^z-^C,)n'{c,w'-\-c,z'-\-c,)^  A" 

mithin  muß  entweder 

n  —  n'  =  1 ,  F{w,  z)  =  const. , 

was  zum  ausgeschlossenen  Falle  führt,  oder  aber 
(4)  n'  =  n,  F{w,z)  =  A-^Fiw,  z). 
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Endlich  zerfällt    F'  {w',  z')  nicht. ^)   Wäre  nämlich 

F'{w',z')=F[{w',z')F^{w',z'), 

Wi  >  0,  ^2  >  0,  n[-\-  n^=  n'  ==  n,  so  müßte  F'  durch  die 
Transformation   T-^  in  folgendes  Produkt  übergehen: 

fK\  w  i,n'  ^'\  -  ^i(^>^) ^KiL_ 

^d;  r  [w,z)-  ^^^^  ^  ^^^  ^  ^^^^^,  ^  ^^^^  ^  ^^^  ^  ^^^„^, 

Aus  (3),  (4)  und  (5)  würde  nun  folgen,  daß  F{io,z)  zer- 
fällt, was  gegen  die  Voraussetzung  verstößt. 

Sei  A:{ß,(x)^  ein  unendlich  ferner  Punkt  der  Kurve  C,  S. 
61.    In   der   Nähe   desselben  läßt   sich   C  in   der   Form   darstellen: 

(6)  y^  =  <p{t),  ic^  xpit), 

wo  (p{t),  ip{t)  sich  meromorph  im  Anfange,  f  =  0,  verhalten  und 
jedem  eigentlichen  Punkte  der  Umgebung  von  A  ein  und  nur 
ein  Punkt  t  der  Umgebung  des  Anfangs  entspricht.  Im  übrigen 
wird 

(7)  lim4!  =  A     bzw.     lim  4;  =  f. 

Durch  die  Transformation  T  werde  nun  A  in  einen  endlichen 
Punkt  A':{ß',ci')  übergeführt.  Dann  läßt  sich  die  transformierte 
Kurve  C  in  der  Nähe  von  A'  parametrisch  darstellen: 

(8)  2'=<?i(0'  lo'^Wiiß)^ 

indem  man  die  Werte  (6)  von  z,  iv  in  die  Transformations- 
gleichungen einträgt. 

Wie  man  sofort  erkennt,  ist^)    A^ß  -'r  B^oc  ^  0, 

,Q.  f.,_A,ß-\-B,a  ^'  _  ^4, ß±B,^ 

^^^  P  -  A,ß  +'B3  c. '  "^  -  A,ß  +  B,  c  ' 

Ci/S'+  c^ck'  +  C3  =  0. 


1)  Durch    eine    Cremonasche    Transfornaation    der    Ebene    kann    eine 
irreduktibf'le  Kiu"ve  wohl  zerfallen,  z.B. 


X  = 


=  x'y'l 
Fix,  y)=y  —  x\  F'{x',  y)  =  x  {y  —  x). 


y=U 
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Die  unendlich  ferne  Gerade.   Fassen  wir  jetzt   die    Gerade 

(10)  cj_w'  +  c,^'  +  ^3  =  0 

ins  Auge.  Diese  geht  durch  A'  und  besteht  aus  den  Punkten, 
in  welche  die  Punkte  des  unendlich  fernen  Bereiches  übergehen, 
wie  man  an  der  Hand  der  expliziten  Formeln  direkt  nachrechnet. 
Diesem  Sachverhalt  gemäß  faßt  man  jenen  Bereich  als  eine 
Gerade  auf  und  benennt  ihn  als  die  uneiidlich  jerne  Gerade. 

Die  Anzahl  der  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  C'  wird 
nach  §  5  berechnet,  indem  man  die  Werte  von  z' ,  lo'  aus  (S)  in 
die  linke    Seite  von   (10)   einträgt: 

(11)  Ci^i(0  +  C29^i(0  +  Cg  =  foj{t),  co(0)  +  0. 

Daß  diese  Funktion  nicht  identisch  verschwindet,  erkennt  man 
nämlich  daraus,  daß  die  Kurve  C"  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Punkten  im  Unendlichen  aufweist. 

Die  Zahl  v  gibt  an,  wie  oft  die  Gerade  (10)  die  Kurve  C" 
in  A'  schneidet.  Und  nun  soll  der  in  §  6  allgemein  aufgestellten 
Definition  gemäß  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  der  Kurve  C 
mit  der  unendlich  fernen  Geraden  in  A  eben  als  v  erklärt 
werden. 

Sollte  C'  insbesondere  einen  mehrfachen  Punkt  in  A'  haben, 
so  erklären  wir  hiermit,  daß  C  einen  mehrfachen  Punkt  in  A 
habe,  und  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  der  einzelnen  Zweige 
von  C  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  in  A  wird  jener  Defi- 
nition   von    §  6    zufolge    in    der    nämlichen    Weise    bestimmt. 

Wie  kann  die  Zahl  v  direkt  berechnet  werden,  ohne  eine 
Transformation  T  heranzuziehen?  Diese  Frage  läßt  sich  vermöge 
der  Beziehung  (1)  beantworten.  Ziehen  wir  zunächst  eine  Trans- 
formation   T  heran,  wofür 

damit  A  in  einen  endlichen  Punkt  A'  übergehe,  und  tragen  wir 
die  Werte  von  z,  w  aus  (6)  in 

AoW    +     Br.Z   +     C3 


1)  Würde  nämlich  A3ß-\-  Bj*  =  0  sein,  so  müßten  auch  die  beiden 
Zähler  in  (9)  verschwinden,  was  denn  das  Verschwinden  der  Determinante 
1^4 ßCl    nach   sich   ziehen   würde. 
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ein,   so   kommt  unter  Berücksichtigung  von   (1)  und   (11) 

.43^(0  +  B,<p{t)  +  C,=^  t-'Q{t),         ß(0)  4=  0, 

Q{t)(o{i)  =  A. 

Hieraus  liest  man  folgenden   Satz  ab. 

Satz.  Ist 
(12)         q>{t)  =  t-^co^{t),  rp{t)  =  t-^oj.,{t),  oji{0)=^0, 

so  ist.  V  gleich  der  größeren  der  beiden  Zahlen  p,  q-  Dabei  kann 
insbesondere  eine,  aber  höchstens  eine  der  Zahlen  p,  g  ^  0.  Ist 
p  =  q^  so  ist   V  gleich  dem  gemeinsamen  Werte  der  beiden. 

Im  übrigeji  darf  eine  der  Funktionen  (6)  gleich  const.  seiti. 
Dann  kann  die  andere  —  t~^  gesetzt  werden,  womit  sich  denn  v 
als  =  1   erweist. 

Die  Kurve  0{w,  z)  =  0.  Vor  allem  erkennt  man,  daß  die 
Kurve 

r:  0{w,z)^O, 

wo  0{w,  z)  ein  irreduktibeles  Polynom  m-ten  Grades  bedeutet, 
eine  endliche  Anzahl  von  Punkten  im  Unendlichen  hat,  und  zwar 
sind  das 

a)  die  Punkte,  wofür  2=00, 

b)  die  Punkte,  wofür  iv  ~  00 

ist.  Auf  der  über  der  2- Ebene  ausgebreiteten  Kiemannschen 
Fläche  sind  das  a)  die  Punkte  des  algebraischen  Gebildes,  wo- 
für 2  =  00;  b)  die  Pole  von  w. 

Sei  A  :  {ß,  oc)^  ein  unendlich  ferner  Punkt  von  C  und  man 
führe  wieder  eine  Transformation  T  aus,  wofür  A^ß -{-  B^a  ±  0, 
und  außerdem  0{iü,  z)  nicht  durch 

A^w  +  B^z  +  C3 
teilbar  ist.   Dadurch   geht  0{w,z)   in  0'{w',z')   über,   wo 

-    .  ,    _  0'(»',2') 

^{IC>2)  -  (c,t<;'+C,2'+C,)"« 

und    0'{w',z')   ein   irreduktibeles   Polynom    m-ten    Grade   ist. 
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Wir  wollen  jetzt  die  Werte  von  w,z  aus  (6),  sowie  die 
Werte  von  iv',  z'  aus  (8)  in  diese  Gleichung  eintragen,  wodurch 
denn  eine  Identität  in  t  entsteht.   Sei 

(?[V;(0,9^(0]    -i'^'GiS),  6'(0)+0, 

0'\jfS).^^{^'\=^''m),  H(0)i=0, 

indem  wir  vom  trivialen  Falle  absehen,  wo  die  Kurven  C,  F  mit- 
einander identisch   sind.   Mit   Hilfe  von   (11)   ergibt   sich   nun,   daß 

mithin  ist 

^'  ==  A'i  +  m  V . 

Das    Resultat    wollen    wir    in    folgenden    Satz    zusammenfassen. 

Satz.  Trägt  man  die  Werte  (6)  in  0{w,  z)  ein  und  bestimmt 
man  die  Potenz  y^  des  vortretenden  Faktors 

0[xp{t),cp{t)-]  =  t''^G{t),  G(0)=fO; 

addiert  man  hierzu  noch  m-mal  der  Anzahl  v  der  Schnitt'punkte 
der  Kurve  F{w,  z)  —  0  ynit  der  unendlich  fernen  Geraden  im 
Punkte  A,  so  erhält  man  hiermit  die  Anzahl  N  der  Schnittpunkte 
der  Kurve  0{w,  z)  =  0  mit  der  Kurve  F{iv,  z)  =  0  im 
Punkte  A: 

N  =  .Yi+  mv. 

Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  daß  die  Kurve  F  durch  A 
hindurchgehe.  Nun  besteht  offenbar  eine  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  hierfür  darin,  daß  N  >  0.  Dieses  Ergebnis 
läßt  sich,  wie  folgt,  aussprechen. 

Zusatz.  Damit  die  Kurve  0{io,  z)  =  0  nicht  durch  A  gehe, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  N  =  0,  also 

Xi  =  —  mv. 

Die  Asym-ptoten.  Es  sei  noch  bemerkt,  daß  die  Schnittpunkte 
einer  irreduktibelen  Kurve 

F{io,z)  =  0 

mit  der  unendlich  fernen  Geraden,  wie  folgt,  erhalten  werden. 
Sei 

F{w,  z)  =  F,{w,  z)  +  F„_^{w,  2)  +  .  .  .  +  F^{w,  z), 
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wo  Fj,{w,  z)   ein   homogenes   Polynom   vom    Grade   k   resp.    die   0 
bedeutet  und  Fn{w,  z)  ^  0.   Setzt  man 

n 

F„  {w,  z)  =  ITi'^iW  —  ßiZ) , 
t  =  i 

so  sind  {ßi,  oci)^  die  Schnittpunkte. 

Sind  diese  fernerhin  getrennt  voneinander,  sowie  von  den 
Koordinatenachsen,  so  wird  keine  der  Zahlen  oc,,  ßi  verschwin- 
den, und  die  Zahlen 

Ci  =  ßijoci 

werden    alle    verschieden    sein.       Die    Blätter    der    Eiemannschen 
Fläche   werden   schlicht   verlaufen,   und   in  jedem   Blatte   wird 

10  =^  CiZ  +  di  +  ^i{z), 

wo    ^i{z)    analytisch    im    Punkte   co    ist    und    dort    verschwindet. 
Die  Asymptoten  werden  durch  die   Gleichungen  gegeben  (vgl.  §  9) 

lü  =  CiZ  +  di. 

Hat  endlich  die  Kurve  0{w,  z)  =  0  keinen  Schnittpunkt  mit 
F{iü,  z)  =  0  im  Unendlichen,  so  wird  im  letzten  Falle  die  Funk- 
tion 0{io,  z)  genau  ?n  Pole  in  jedem  Blatte  jener  Fläche  im 
Punkte  z  =  oo  haben. 

Wir  sind  nunmehr  in  der  Lage,  den  Hauptsatz  auszusprechen 
und  zu  beweisen. 

Hauptsatz.  Zwei  algebraische  Kurven,  C„  und  C^,  der  'pro- 
jektiven Ebene,  ivelche  keine  gemeinsame  Kurve  haben,  schneiden 
sich  in  mn  Punkten. 

Da  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  den  Transformationen  der 
Gruppe  gegenüber  erhalten  bleibt,  so  können  wir  die  Schnitt- 
punkte vor  allem  ins  Endliche  projizieren.  Dann  wird  ihre  Ge- 
samtzahl gleich  der  Anzahl  der  Wurzeln  der  Funktion  <P{w,  z) 
am  Gebilde  F{io,z)  =  Q,  und  diese  ist  wieder  gleich  der  Anzahl 
der  Pole.  Letztere  Zahl  läßt  sich  nun,  wie  folgt,  berechnen. 
Die  genannte  Kollineation  können  wir  außerdem  so  wählen,  daß 
die  Schnittpunkte  der  Kurve  F  =  0  mit  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden alle  einfach  ausfallen  und  von  den  Koordinatenachsen  ge- 
trennt liegen.  Dann  wird  0(»%  ^r)  genau  m  Pole  in  jedem  Blatte 
im  Punkte  z  —  oo  haben.  Hiermit  erweist  sich  die  Gesamtzahl 
der    Pole    als    mn,    und   der   Beweis   ist  geliefert. 
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§  8.  Fortsetzung.  Die  Ebene  der  Funktionentheorie. 

Da    die    unendlich    fernen    Punkte    in    dieser    Geometrie    ver- 
möge der  Transformation 

1  ,        1 

w  =  —,         2  =  — 
w  z 

in  die  (eigentlichen  und  uneigentlichen)  Punkte  der  Koordinaten- 
achsen übergeführt  werden,  so  liegt  es  nahe,  den  unendlich 
fernen  Bereich  als  ein  Geradenpaar  aufzufassen. 

Wir  gehen  wieder  von  einer  irreduktiblen  algebraischen   Glei- 
chung aus: 

(1)  F{u\  z)  =  0. 
Sei 

(2)  F{w,z)  =  Aoiü'''  +  ^iw;— 1+  ■■  ■+  A^,  A^^O, 

wobei  Ak  em  Polynom  in  z  ist,  welches  entweder  identisch  ver- 
schwindet oder  vom  Grade  ^  n  ist.  Für  mindestens  einen  Koeffi- 
zienten soll  das  untere  Zeichen  gelten. 

Sei     A  :  {tv,  z)  =  {b,oo)     ein    unendlich    ferner    Punkt,    wofür 
zunächst    6  =j=  oo   sein   soll.   Führen   wir   die    Transformation 

S:  iü'  =  iü  —  h,        z' —  — 

z 

aus,  so  kommt 


F{w,z) 


>n 


F'K,2') 


Dabei  bedeutet  F'{w',  z')  ein  Polynom  vom  Grade  w  in  iv'.  War 
insbesondere  F{io,  z)  =  cz,  so  wird  F'{w',  z')  =  c.  In  jedem 
anderen  Falle  gibt  es  mindestens  einen  nicht  durch  z  teilbaren 
Koeffizienten  A^.{z)  und  somit  auch  einen  Koeffizienten  Ä,;{z') 
eines  Gliedes  in  lo''^,  welcher  wirklich  vom  Grade  n  ist,  während 
kein  Koeffizient  Äj{z')  diesen  Grad  übersteigt. 
Geht  nun  die  Kurve 

(3)  F'{w',z')  =  0 

durch  den  Anfang,  so  geht  die  Kurve  (1)  durch  A.  Sei 

(4)  z  =  t~\  w  =  y){t) 
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die  parametrische  Darstellung  der  Kurve  (1)  in  A.  Dies  ist  sicher 
erlaubt,  da  der  Fall  F{w,  z)  =  cz  nicht  zu  einer  durch  den  An- 
fang gehenden  Kurve  (3)  führen  könnte.  Die  Kurve  (3)  wird  nun 
in  Ä' :  {lo',  z')  =  (0,  0)   durch  die  Formel  gegeben 

(5)  z'  =  f,  w'=y){t)  —  h. 
Insbesondere  schneidet  die  Kurve  (3)  die  Gerade 

z'  =  0 

r-mal  im  Anfange,  wie  aus  der  Darstellung  (5)  von  (3)  unmittel- 
bar hervorgeht.  Dementsprechend  stellt  man  die  Definition  auf, 
daß  das  unendlich  ferne  Geradenpaar  die  Kurve  (1)  im  Punkte 
A    v-mal  schneidet. 

Sei    nun  0[w,zj    ein    beliebiges   Polynom,   und   sei 

(6)  *K^)  =  ^g^- 

Geht  0'{w',z')  =  O  durch  den  Anfang,  so  geht  0{il\  z)  =  0 
durch  A.  Im  übrigen  sei 

0[w{t),t-'']  =  t''^G{t),  G{0)^0, 

0'[rp{t)-h,r]  =  t''H{t),  H(0)  ^0. 

Aus  der  Beziehung  (6)  geht  nun  hervor,  daß 

«-^■G«  =  '"##>. 
und   hiermit   ist   gezeigt   worden,    daß 

(7)  N  =  N^  +  n'v. 

Der   Fall   eines   Punktes   B :  {w,  z)  =  [oo,  a)   wird    ähnlich    be- 
handelt, womit   sich  denn 

(8)  N  -  A'i  +  m'jii 

ergibt.  Endlich  wird  der  Punkt  C :  {w,  z)  ^  {oo,oo)  zur  Formel 
führen 

(9)  N  =  N^  +  m'/ii  +  n'v. 

Das    Endresultat    können    wir    nun    in    folgenden     Satz    zu- 
sammenfassen. 

Satz.  Die  Kurve 

C:  F{w,z)^0 
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schneide  die  unendlich  ferne  Gerade  s  =  oo  v-  mal ,  die  unendlich 
ferne  Gerade  w=oo  ß-mal  in  einem  Punkte  P,  wohei  eine  der 
Zahlen  fi,  v  im  allgemeinen  —  0  sein  wird.  In  der  KäJie  von  P 
iverde  C  durch  die  Formeln 

'parametrisch  dargestellt,  reo  a)i(O)  =#  0,  falls  r  >  0,  und  ebenso 
^,(0)  ^  0,  falls  /LI  >  0. 

Sei 

eine  zweite  Kurve  und  sei 

0[t-^'co2{t),  t-'co^it)]  =  t^'^0{t),  0{O)  =^  0. 

Setd  man  nun 

N  =  Nj,  +  m'ju  +  7i'v, 

so  gibt  die  Zahl  N  an,     wie  oft  F  die  Kurve   C  in   P  sclmeidet. 
Ist  insbesondere    N  =  0,    so   geht  F  nicht   durch  P,    und  um- 
gekehrt. 

Gesamtzahl  der  Schnittpunkte.  Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  die 
Oesamtzahl  der  Schnittpunkte  zweier  algebraischen  Kurven  in 
der   erweiterten   Ebene   der   Funktionentheorie   zu   berechnen. 

Satz.  Eine  algebraische  Kurve 

C:  f{w,  l)  =  0 

schneidet  eine  solche  Kurve 

F:  0  [w,  z)  =  0 

in 

mn'  +  mn' 

Punkten  der  Ebene  der  Funktionentheorie,  sofern  die  beiden  Kurven 
keinen  gemeinsamen   Teil  haben. 

Wir  dürfen  vor  allem  annehmen,  daß  die  Kurve  C  irreduk- 
tibel  sei,  sowie  daß  dieselbe  das  unendlich  ferne  Geradenpaar  in 
lauter  getrennten  Punkten,  also  stets  einfach  schneidet,  und 
übrigens  nicht  durch  den  Punkt  (oo,oo)  hindurchgeht;  endlich, 
daß  die  beiden  Kurven  sich  im  Unendlichen  nicht  treffen. 

In  jedem  Schnittpunkte  von  C  mit  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden  z  =oo   wird    dann   N  =  0,   also     v  —  1,     Ni  —  —  n'     sein, 
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und  darum  hat  0{w,  z)  n'  Pole  in  jedem  Blatte  der  über  der 
2-Ebene  ausgebreiteten  Ebene  im  Punkte  2;  =00.  Im  übrigen 
verlaufen  alle  m  Blätter  dort  schlicht.  Daraus  ergeben  sich  mn' 
Pole  der  Funktion  0{w,  z)  am   Gebilde  C. 

In  ähnlicher  Weise  berechnet  man  die  Anzahl  der  im  End- 
lichen belegenen  Pole,  indem  man  zunächst  von  der  über  der 
to- Ebene  ausgebreiteten  Fläche  ausgeht  und  diese  dann  vermöge 
der   Gleichung 

F{w,  ^)  =  0 

auf  die  erste  abbildet.  So  kommen  denn  noch  m'n  weitere  Pole 
zustande. 

Nun  ist  aber  die  Gesamtzahl  der  Schnittpunkte  gleich  der 
Gesamtzahl  der  Pole,  womit  denn  der  Satz  bewiesen  ist. 

Das  Eesultat  stimmt  mit  der  Zahl  überein,  welche  das  Ver- 
schwinden der  Eesultante  der  beiden  Polynome 

F  {w,z)^A^  {z)  w^^   +  A^  {z)  w;"'-i  + h  .4„,  {z), 

0{w,z)  =  Bo  {z)  w""'  +  ßi  {z)  lü™'- 1  +  . .  .  +  ß^'  {z) 

ergibt,  wie  aus  der  Sylvester  sehen  Form  derselben  sofort  er- 
sichtlich ist;  vgl.  Bocher,   Algebra,  Kap.  XV,  §  68. 

Von  der  Kurve  Fy,{w,  z)  =  0.  Wir  wollen  annehmen,  daß  die 

Kurve 

Tr=oc 

C:  F{w,z)  =  0 

das  unendlich  ferne  Geraden- 
paar in  lauter  einfachen 
Punkten  von  C  schneidet,  so- 
wie daß  sie  nicht  durch  den 
Punkt  (cx),  cx>)  hindurchgeht. 
Im  übrigen  soll  sie  in  keinem 
p.g  lg  Punkte     {w,z)={h,oo)     die 

Gerade  z  =00  berühren,  und 
außerdem  soll  sie  in  einem  Schnittpunkte  (w,  z)  =  (00,  a)  mit  der 
Geraden  w  =  00  weder  letztere  noch  die  Gerade  2  =  a  berühren. 
Setzt  man  also 

z'  =  ~,  F{w,  z)  =  -^^,—'-, 

so  muß  die  Kurve 

F{w,z')  =  0 
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die  lü- Achse  in  m  getrennten  endlichen  Punkten  schneiden, 
{hi,0),  -i  =  1,  .  .  .,  w.  Dafür  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
F{iv,0)  m  einfache  Wurzeln  habe.  Mithin  geht  die  Kurve 

durch  keinen  dieser  Punkte. 
Nun  ist  aber 

C'i  z'  =  t,  w  =  y){t), 

C:  z  =  t-^,  w  =  y){t). 

In  einem  Punkte  {w,  z')  =  {bi,  0)  ist  P,,  (6,,  0)  4=  0,  mit- 
hin liefert  die  Kurve  0{w,  z)  =  Ft,{w,  z)  im  Punkte  (b,,  oo)  den 
Exponentenwert 

Ni  =  —  n. 

Da   ferner  für   die   Kurve  C  dort   v  =  1   ist,   so  ergibt  sich,  daß 

^'  =  N^+  nv  =  0, 

und  darum  geht  die  Kurve 

F^{w,z)  =  ^ 

durch  keinen  der  Punkte  (bj,oo). 

Anders  verhält  sich  aber  die  Sache  mit  den  Schnittpunkten 
der  Kurve  C  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  io=oo, 
(cx),  a,),    ;/  =  1,  .  .  .,  w.   Sei 

Dann  ist 

— Gy,' -{- 7nw'G 

Nun  stellt  aber  die   Gleichung 

G{w',z)  =  0 

nach    Voraussetzung    eine    Kurve    vor,    welche    einmal    durch    den 
Punkt     {w',  z)  =  {0,  üj)     hindurchgeht    und    die    Gerade     2  =  %, 
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sowie  die  Gerade  iv'  =  0,  dort  nicht  berührt.  Dafür  ist  ja  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  G(0,  ^)  n  einfache  Wurzehi  habe 
und    G^p,{0,  ttj)  4=  0.  Hiernach   hat   man   die    Parameterdarstellung 

0":  iv'  =  t,  z  —  a.  =  t(o{t),  w(0)  H-  0 

und  also  für  C: 

C:  lü  =^  t-^,  z  —  üj  =  t  co{t) . 

Jetzt  läßt  sich  ^i  berechnen: 

F,,[t-\toj{t)]  =  §%,  S{0)=^0, 

also  Ni  =  —  m -\- 2.  Da  ferner  // =  1  ist,  so  ergibt  sieh  der 
Wert  von  K: 

AT  =  —  m  +  2  +  7?i  —  1  =  1 , 

und    die    Kurve   Fy,  =  0    geht    somit    einmal    durch   jeden    der    n 
Schnittpunkte  von   C  mit   der  unendlich   fernen    Geraden  ?ü  =  oo . 
Die    Gesamtzahl    der    Schnittpunkte    der    Kurven   F  =  0    und 
JP^  =  0  ist  nach   dem  vorstehenden   Satze 

mn  +  (w  —  l)n  =  2mn  —  n. 

Von  diesen  liegen  hiernach 

2mn  —  n  —  w  =  2w(m  —  1) 

im  Endlichen.  Letzteren  entsprechen  einfache  Verzweigungspunkte 
der  Eiemannschen  Fläche,  sofern  keine  mehrfachen  Punkte  vor- 
handen sind;  Bd.  I,  Kap.  8,   §  17. 

Bas  Geschlecht  des  Gebildes.  Hat  die  in  bewußter  Weise  ein- 
geschränkte Kurve  C  höchstens  Doppelpunkte  mit  getrennten 
Tangenten,  und  ist  keine  dieser  Tangenten  vertikal,  so  ist 

w  =  2?i(m  —  1)  —  '2d, 

wo  d  die  Anzahl  der  Doppelpunkte  bedeutet.  Aus  dem  Riemana- 
schen   Satze,   §  4, 

2  =  P  +  ^  —  1 
ergibt  sich  nun,  daß 
(10)  'p  =  {m-l){n-l)  -d. 

Diese  Formel  gilt  allgemein  für  jede  Kurve  C,  welche  höchstens 
Doppelpunkte  mit  getrennten  Tangenten  besitzt,  sofern  keine 
Tangente  vertikal  ist. 
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§  9.  Ein  kanonisclies  algebraisclies  Gebilde. 

Es  wird  in  der  algebraischen  Geometrie  gezeigt,  daß  eine  be- 
liebige irreduktibele  algebraische  Kurve  in  eine  zweite  solche 
Kurve  transformiert  werden  kann,  welche  nur  Doppelpunkte  mit 
getrennten  Tangenten  besitzt.^)  Legt  man  von  einem  nicht- 
spezialisierten  Punkte  0  aus  Tangenten  an  diese  Kurve,  so  wird 
keine  davon  die  Kurve  in  einem 
singulären  Punkte  berühren.  Man 
muß  nämlich,  in  der  Wahl  von  0, 
nur  solche  Punkte  vermeiden,  wel- 
che auf  einer  Tangente  in  einem 
Doppelpunkte  oder  auf  einer  Wende- 
tangente liegen  (und  auch  die  Doppeltangenten  mögen  der  Ein- 
fachheit halber  ausgeschlossen  werden).  Diese  Kurve  werde  nun 
mit  einer  Geraden  L  geschnitten,  welche  durch  0  geht  und  sie 
in  lauter  getrennten  Punkten  trifft.  Jetzt  werde  eine  Projektion 
vorgenommen,  wodurch  L  in  die  unendlich  ferne  Gerade  über- 
geht und  0  zum  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  w- Achse 
wird.  Es  wird  auch  bequem  sein,  zu  vermeiden,  daß  der  Schnitt- 
punkt der  unendlich  fernen  Geraden  mit  der  ^;- Achse  auf  der 
Kurve   liegt. 

Das  kanonische  Gebilde.  Durch  diese  letzte  Kurve  wird  das  in 
Aussicht  genommene  kanonische  algebraische   Gebilde 

(1)  G{iü,z)  =  0 

definiert.  Ohne  an  dieser  Stelle  auf  die  Begründung  der  soeben 
geschilderten  geometrischen  Theorie  einzugehen,  können  wir  die 
Eigenschaften  desselben  direkt  analytisch  bezeichnen,  indem  wir 
folgende  Definitionen  an  die   Spitze  stellen. 

«)  G{w,  z)  =  w™+  Ä-^{z)io'^-'^  +  •  •  •+  Ä^{z), 


1)  Der  Satz  rührt  von  Noether  her,  Mathematische  Annalen  9  (1876), 
S.  166.  Einfacher  Beweis  von  Simart,  vgl.  Picard,  Tratte  d'analyse,  Bd.  I 
(1.  Aufl.),  S.  360.  Noether  beweist  allerdings  nur,  daß  die  transformierte 
Kurve  höchstens  mehrfache  Punkte  mit  getrennten  Tangenten  besitzt. 

Wir  brauchen  uns  indessen  an  dieser  Stelle  nicht  mit  Beweisen  aufzu- 
halten, da  sich  der  Satz  später  schon  von  selbst  ergeben  wird,  indem  wir 
die  Noethersche  Normalkurve  in  nicht-spezialisierter  Weise  auf  eine  ebene 
Kurve  projizieren,  Kap.  5,  §§  16,  17. 

Oagood,  Funktionentlmorie  II,  2  23 
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WO  Ajc{z)  ein  Polynom  vom  Grade  ^  k  ist  resp.  identisch  ver- 
schwindet und  G{w,  z)  irreduktibel  ist. 

ß)  G{W,  Z)   =  G,n{w,  Z)  +  Gr,i-x{lü,  z)  -\-   '  •  '+  Gq, 

WO  Gjc{w,  z)  ein  homogenes  Polynom  vom  Grade  k  ist  resp. 
identisch  verschwindet,  und 

G^{w,  z)  =  C{w  —  X-i^z){w  —  X^z)  .  .  .  (w  —  l^z), 

h  +  h,        4  +  0,        c  =t=  0. 

y)  In  einem  endlichen  Punkte  {wq,  z^,  wo 

G{w,  z)  =  0,  G^  {w,  z)  =  0,  G^  [w,  ^)  4=  0 

ist,  soll 

Guiw{w,  2)  +  0 
sein.  Demnach  wird 

z  —  Zq=  {%o  —  Wo)^(p{w) ,  (p{wo)  =1=  0 

oder  auch 

z  —  Zq  =  t^,  w  —  Wq  =  t  ü){t),  CO  (0)  4=  0 , 

wo  (p{w),  CO  {t)  sich  im  Punkte  w  =  Wq  resp.  t  —  0  analytisch 
verhalten. 

ö)   In  der  Umgebung  eines  endlichen  Punktes   {wo,Zq),  wofür 

G{w,z)=^0,  G^{w,z)  =  0,  G,{w,z)  =  0, 

soll 

G{w,z)  =  {w  —  Wo—iz  —  Zojfiiz)}  {w  —  Wo  —  {z  —  ZQ)f2{z)}  S{w,z), 

/i(^o)  +  fii^o),  <^K,  ^o)  =*=  0 

sein,  wo  fi{z)  sich  im  Punkte  z^  und  S{;w,  z)  sich  im  Punkte 
(^o>  ■^o)  analytisch  verhalten. 

Asyrnytoten.  Eine  Asymptote  einer  ebenen  Kurve  wird  all- 
gemein als  eine  Gerade  definiert,  welche  die  Kurve  in  einem  un- 
endlich fernen  Punkte  der  projektiven  Ebene  berührt. 

In  der  Nähe  eines  unendlich  fernen  Punktes  der  kanonischen 
Kurve  (1)  jäßt  sich  das   Gebilde  in  der  Form  darstellen: 

(2)  IV  =  X,z  +  h„  +  ^^,{z),  k=l,...,m, 

wo  5lfc(2)  sich  im  Punkte  z=oo  analytisch  verhält  und  dort  ver- 
schwindet. Die  Asymptoten  werden  also  hier  durch  die  Gleichun- 
gen   gegeben   (vgl.   auch   §  7,  gegen  Ende) 

(8)  w  =  XkZ+  bk,  k=  1,  .  .  .,  m. 
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Im  übrigen  verläuft  jedes  Blatt  der  Riemannschen  Fläche 
schlicht  im  Punkte  z  =  oo. 

Verzweigungs'punkte.  Die  Verzweigungspunkte  liegen  also  sämt- 
lich im  Endlichen,  und  zwar  sind  es  die  unter  y)  auftretenden 
Punkte.   Sie  werden  durch  die  Kurve 

(4)  G^{w,z)  =  0 

aus  der  Kurve  (1)  geschnitten.  Diese  beiden  Kurven  schneiden 
sich  fernerhin  in  den  Doppelpunkten  von  (1),  sie  treffen  sich  aber 
in  der  projektiven  Ebene  nicht  im  Unendlichen.  Jeder  Schnitt- 
punkt y)  ist  einfach,  vgl.  §  5.  In  einem  Doppelpunkte  schneidet 
die   Kurve    (4)   jeden   der    beiden  Äste  von  (1)  offenbar  einfach. 

Im  übrigen  sei  noch  bemerkt,  daß  die  Kurve  (4)  die  erste 
Polare  von  (1)  im  Sinne  der  projektiven  Geometrie  in  bezug  auf 
den  unendlich  fernen  Punkt  der  w- Achse  ist. 


§  10.  Das  Geschlecht  desselben. 

Die  zum  kanonischen  Gebilde  gehörige,  über  der  2- Ebene  aus- 
gebreitete Eiemannsche  Fläche  ist  keine  andere  als  die  in  §  4 
betrachtete.  In  der  Tat  sind  sämtliche  Verzweigungspunkte  ein- 
fache. Ihre  Anzahl  berechnet  sich,  wie  folgt.  Die  Kurve  (1) 
wird  von  der  Kurve  (4),  §  9  in  den  Berührungspunkten  der  ver- 
tikalen Tangenten,  sowie  in  den  Doppelpunkten,  sonst  aber  nir- 
gends, auch  nicht  im  Unendlichen  in  der  projektiven  Ebene  (wohl 
aber  in  der  Ebene  der  Funktionentheorie ^),  vgl.  §  8)  getroffen.  Sei 
d  die  Anzahl  der  Doppelpunkte.  Diese  kommen  dann  für  2d 
Schnittpunkte  auf,  da  die  Kurve  (4)  jeden  der  beiden  Aste  von 
(1)  in  einem  Doppelpunkte  wegen  d)  einmal  schneidet.  Mithin  be- 
läuft sich  die  Zahl  der  vertikalen  Tangenten  und  also  auch  der 
Verzweigungspunkte  auf 

(5)  w  =  m{m  —  1)  —  Id. 


1)  Es  ist  vonnöten,  daß  man  sich  hier  durchweg  des  Unterschieds 
zwischen  der  projektiven  Ebene  und  der  Ebene  der  Funktionentheorie  scharf 
gewahr  wird.  Bald  wird  die  eine  benützt,  bald  die  andere.  Von  Interesse  ist 
es  zu  bemerken,  daß  Riemann  die  Ebene  der  Fimktionentheorie  zugnmde 
legte,  selbst  wenn  er  von  ,, algebraischen  Kurven",  also  von  der  algebraischen 
Geometrie  Anwendung  macht;  Joum.  für  Math.  54  (18.57)  124  =^  Werke 
(1.  Aufl.)  S.  103. 

23* 
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Anderseits   ist   nach    §  4   für   die   vorliegende   Fläche 


w 


2  =m  +p—  1. 

Daraus  ergibt  sich,  daß 

..,                                                  (m  — l)(m  — 2)         , 
(6;  p  =  ^ f '-  -  d. 

Dies  ist  die  wohlbekannte  Formel  der  algebraischen  Geome- 
trie. In  jener  Disziplin  wird  nämlich  das  Geschlecht  einer  ebenen 
irreduktibelen  algebraischen  Kurve  als  die  Maximalzahl  der  mög- 
lichen weniger  der  Anzahl  der  wirklich  vorhandenen  Doppelpunkte 
erklärt.^) 

§  11.  Das  Verhalten  der  Integrale  im  kleinen. 
Vorgelegt  sei  ein  kanonisches  algebraisches   Gebilde,   §  10, 

(1)  G{w,z)  =  0, 

und  ein  darauf  bezügliches  Abelsches  Integral 

(2)  ftP4d^- 

Es  handelt  sich  in  diesem  Paragraphen  um  das  Verhalten  de» 
Integrals  in  der  Nähe  eines  beliebigen  Punktes  {wq,Zq)  des  Ge- 
bildes. 

Sei  {wq,  Zq)  zunächst  ein  gewöhnlicher  Punkt  der  Kurve  (1), 
d.  h.  ein  endlicher  Punkt,  welcher  kein  Doppelpmikt  ist  und 
worin  auch  die  Tangente  nicht  vertikal  ist.  Verschwindet  der 
Nenner  des  Integranden  ^a-mal  in  (u'o,2^o)>  so  muß  offenbar  auch 
der  Zähler  mindestens  //-mal  verschwinden,  falls  das  Integral  in 
diesem  Punkte  endlich  bleiben  soll.  M.  a.  W.  muß  die  Kurve 

(3)  0(w,z)  =  Q 

mindestens  ebenso  oft  durch  den  Punkt  {wq,  Zq)  gehen,  wie  die 
Kurve 

(4)  F{w,  z)  =  0. 

Soll  dagegen  das  Integral  eine  logarithmische  Unstotigkeit  im 
Punkte  {wq,  Zq)  haben,  so  ist  dafür  notwendig  und  hinreichend, 
daß  die  Kurve   (3)  genau  einmal  weniger  oft  durch   (wq,  Zq)  gehe, 


1)  Es    sei    schon   an    dieser    Stelle    auf    das    Werk    von    Clebsch    und 
Gor d an,  Abelsche  Funktionen,  1866,  verwiesen. 
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wie  die  Kurve  (4).  Geht  letztere  Kurve  insbesondere  einmal  durch 
(«^oj-s^o),  so  darf  die  Kurve  (3)  gar  nicht  durch  diesen  Punkt 
gehen.  Und  im  Falle  der  höheren  Singularitäten  verfährt  man 
ebenso. 

Doppelpunkte.  Ist  (wo>  ~o)  ^üi  Doppelpunkt  von  (1),  so  muß 
jeder  Zweig  für  sich  so  von  (3)  und  (4)  geschnitten  werden,  wie 
im  allgemeinen  Falle.  Insbesondere  ist  der  einfachste  Fall  der, 
daß  die  Kurve  (4)  jeden  A.st  von  (1)  einmal  schneidet.  Damit  das 
Integral  dann  in  {wq,  Zq)  endlich  bleibe,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  die  Kurve  (3)  überhaupt  durch  diesen  Punkt 
geht. 

Vertikale  Tangenten.  Sei  {ivq  ,  Zq)  ein  Punkt,  worin  die  Tan- 
gente an  (1)  vertikal  ist.  Hat  die  Kurve  (4)  nur  einen  einzigen 
Schnittpunkt  hier,  so  braucht  die  Kurve  (3)  gar  nicht  durch 
diesen  Punkt  zu  gehen,  das  Integral  bleibt  so  wie  so  endlich. 
Denn  die  Kurve  (1)  läßt  sich  parametrisch  in  der  Form  dar- 
stellen 

(5)  z  —  Zo  =^  t^,  w  —  Wq  =  t  q){t),  ^  (0)  =t=  0 . 

Anderseits  ist 

F{w,  z)  =  F^,{icq,  Zq){w  —  u'o)  +  F^{wo,  Zq){z  —  ^o)  +  •  •  •, 

wo  F^{ivq,  Zq)  =#  0.  Drückt  man  also  das  Integral  als  Funktion 
von  t  aus,  so  erkennt  man  sofort  die  Richtigkeit  der  Behaup- 
tung. 

Die  Punkte  z  =  oo.  Sei  n  der  Grad  von  F{w,  z)  in  w,  z. 
Schneiden  sich  die  Kurven  (1)  und  (4)  nicht  im  Unendlichen,  so 
wird  F  einen  Pol  n-ter  Ordnung  in  jedem  Blatte  der  Fläche  im 
Punkte  2=oo  haben.  Demgemäß  darf  0{w,z)  ein  beliebiges  Poly- 
nom- vom  Grade  k  ^  n  —  2  sein,  und  das  Integral  wird  sich  in 
jedem  Blatte  analytisch  verhalten. 

Wenn  0{w,z)  dagegen  von  höherem  als  vom  (ti  — 2)-ten 
Grade  ist,  so  kann  das  Integral  zwar  noch  in  einigen,  nie  aber 
in  allen  Blättern  endlich  bleiben.  Zum  Beweise  formen  wir  0 
durch   Division  um: 

0{w,  z)  -  Q{w,  z)  G{w,  z)  +  W{ic,  z), 

wobei  Wiw,  z)  höchstens  vom  Grade  m  —  \  in  iv  ist.  Dann  stellt 
das  Integral 


/ 


F{w,z)   "^ 
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dieselbe  Funktion  auf  dem  Gebilde  (1)  vor,  wie  das  Integral  (2). 
Wir  mögen  deshalb  von  vornherein  annehmen,  daß  die  Funktion 
0{w,  z)  im  Integrale  (2)  höchstens"  bis  zum  (w  —  l)-ten  Grade  in 
w  ansteigt.  Sei  l  ^  n  —  1  der  Grad  des  also  normierten  Poly- 
noms 0{iv,z)  in  {w,z).  Wir  schreiben 

0{w,  z)  =  0i{w,  z)  +  0i_i(w,  2)  +  .  .  •, 

wo  0TciPi  ^)   t'"!  homogenes   Polynom  vom   Grade  k  in   {w,  z)   be- 
deutet,   oder   aber   identisch   verschwindet,    doch   soll   0i{w,  z)  ^  0. 
Im  k-ien  Blatte  wird  0{i€,  z)  mithin  in  der  Nähe  des  Punk- 
tes z—oo  durch  die  Formel  gegeben,   vgl.  §  10,    (2), 

z'0,{h,l)  +  c,z'-^+  .... 

Soll  nun  das  Integral  (2)  dort  endlich  bleiben,  so  ist  vor  allem 
notwendig,  daß 

^lih,  1)  =  0 

sei.  Nun  ist  aber  0i{w,  1)  höchstens  vom  Grade  m  —  1  in  w, 
und  darum  kann  obige  Gleichung  für  alle  m  Werte  Aj,  Ag,  .  .  .,  A„ 
nicht  bestehen. 

Hiermit  ist  gezeigt  worden,  daß  die  Bedingung,  das  nor- 
mierte Polynom  0{w,  z)  sei  höchstens  vom  Grade  m  —  2  in 
(w,z),  nicht  bloß  hinreicht,  sondern  auch  notwendig  ist,  wenn  das 
Integral  (2)  in  jedem  Blatte  im  Punkte  z  =oo  endlich  bleiben 
soll. 

§  12.  Die  p  überall  endlichen  Integrale. 

Auf  einem  kanonischen  Gebilde  (1),  §  11,  vom  Geschlechte 
p  >  0  gibt  es  mindestens  p  linear  unabhängige  überall  endliche 
Integrale,  wovon  sich  keines  auf  eine  Konstante  reduziert.  In  der 
Tat  hat  sich  im  Laufe  der  Untersuchung  eine  Funktion  einge- 
stellt, welche  allen  der  Nennerfunktion  F{tv,  z)  aufzuerlegenden 
Bedingungen  genügt,  und  zwar  ist  das  die  Funktion 

F{w,  z)  =G^{w,z). 

Als  Zählerfunktion  wird  man  nun  ein  Polynom  höchstens  vom 
Grade  m  —  3  nehmen : 

0{IÜ,Z)   =Qm-3{'W,2)> 

und  verlangen,  daß  die  Kurve 

Q{w,z)  =  0 
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durch  jeden  Doppelpunkt  der  Kurve  (1)  hindurchgehe.  Damit 
sind  den  ^{m  —  l)(wi  —  2)  Koeffizienten  von  Q  d  lineare  homo- 
gene Bedingungen  auferlegt,  womit  deim  mindestens 

(ni  —  1)  (m  — 2)  , 

-^^ -~ —  d  =  p 

Koeffizienten  willkürlich  bleiben.  Denkbar  wäre  es  ja,  daß  die  ge- 
nannten d  Bedingungsgleichungen  nicht  voneinander  unabhängig 
wären,  wir  werden  aber  in  §  15  zeigen,  daß  dieser  Fall  nicht  ein- 
treten kann.  Vorläufig  ist  jedoch  bloß  bewiesen  worden,  daß  es 
mindestens  jp  linear  unabhängige  überall  endliche  Integrale  gibt, 
die  sogenannten  Integrale  erster  Gattung.  Sie  haben  sämtlich  die 
Form 

^  '  J    Gi,{io,  z) 

wo  Q  ein  Polynom  höchstens  vom   Grade  m  —  3   bedeutet. 

Dieses  Kesultat  werden  wir  in  §  21  auf  das  allgemeine  alge- 
braische  Gebilde  ausdehnen. 

Beispiel.  Ein  kanonisches  Gebilde  4-ten  Grades  wird  durch 
folgende   Gleichung  dargestellt: 

(2)  G{iü,z)  =  r{io)  + z^ -c^O, 
r{iü)  =  {w  —  Ai)  {lü  —  X^  iiü  —  Ag)  [w  —  A4)  , 

h  =t=  h',       r'{w)  =  0,   w  =  Hl,  [X2,  i-H',       c  +  r(/^,-). 

Die  Kurve  (2)  genügt  nämlich  vor  allem  den  Bedingungen  ß) ,  y) , 
§  9,  während  ö)  hier  in  Wegfall  kommt,  da  kein  Doppelpunkt  im 
Endlichen  vorhanden  ist.  Wäre  endlich  G{w,z)  reduktibeD), 

G{w,  z)  ^  0{iv,  z)  W{w,  z), 

so  müßten  sich  die  Kurven 

(3)  0{iv,  z)  =  0,  W{:w,  ^)  =  0 

in  der  projektiven  Ebene  schneiden.  Im  Endlichen  ist  dies  aus- 
geschlossen,   da    (2)    sonst    dort    einen    Doppelpunkt    haben    müßte. 


1)  Zieht  man  vor,  homogene  Koordinaten  zu  benützen,  so  kann  dieser 
Teil  des  Beweises  verkürzt  werden,  da  sich  ja  direkt  ergibt,  daß  die  Kurve 

r{w,  0+  z*  —  et*  =  0, 

r{w,  t)  =  {w  —  Xit){ic  —  Xit){w  —  lit){w  —  ?.ii), 

selbst  in    der  erweiterten    Ebene    der    projektiven    Geometrie    keinen    mehr- 
fachen Punkt  hat. 
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Im    Unendlichen   ist    es    ebenfalls    unmöglich,    da    die    Kurven    (3) 
dann  eine  gemeinsame  Asymptote  aufweisen  würden. 
Setzt  man  nunmehr 

Q{iü,  z)  ^  Aw+  Bz+  C, 

so  werden  den  drei  Koeffizienten  gar  keine  Bedingungen  aufer- 
legt, und  hiermit  erhält  man  drei  linear  unabhängige  überall  end- 
liche Integrale 

dz 


r     wdz  r      zdz  r 

J    G^iiv,z)  '  J   ~G^{w,z)  '  J« 


Gu,  {w ,  z) 

Im  übrigen  kann  man  jedes  von  diesen   Integralen  direkt  prüfen, 
Aufgabe  1.  Man  beweise  direkt,  daß  am   Gebilde 

w^  +  ^4  =  1 
die  drei  Integrale 

/zdz  Cdz  Cdz 

w^    '  J    w^ '  J    w^ 

alle  zur  ersten   Gattung  gehören. 

Aufgabe  2.  Man  zeige,   daß  das   Gebilde 

r{w)  +  2"  —  c  =  0, 

r{w)  ^{z-K,)...{z-  4) 
?ii  ^=  Aj-;  r'{iü)  =  0,  w  =  /Lii,  i  =  1,  .  .  .,  n  —  1; 

kanonisch    ist,    und    stelle    p    linear    unabhängige    Integrale    erster 
Gattung  auf  demselben  her. 

Aufgabe  3.  Man  zeige,  daß  die  Kurve 

■M;«  -f  2"  =  1 

keinen  mehrfachen  Punkt  in  der  projektiven  Ebene  aufweist. 

§  13.  Von  der  kanonischen  Zerschneidung  einer  algebraischen 
Riemannschen  Fläche. 

Am  Beispiele  der  frei  im  Räume  verlaufenden  einfachen  ge- 
schlossenen Ringflächen  mit  p  Löchern,  §  4,  haben  wir  gesehen, 
wie  eine  solche  Fläche  durch  p  Paare  von  Schnittkurven  nebst 
geeigneten  weiteren  Querschnitten  in  eine  einfach  zusammenhän- 
gende  berandete  Fläche  verwandelt  werden   kann. 
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Im  Falle  der  2 -blättrigen  hyperelliptischen  Flächen  mit 
2p  +  2  Verzweigungspunkten  lassen  sich  diese  Schnitte  in  durch- 
aus ersichtlicher  Weise  anlegen,  und  zwar  sind  das  die  in  beige- 
fügter Figur  angedeuteten  Schnitte. 

Im  Falle  einer  kanonischen  Eiemannschen  Fläche  ist  die 
Sache  kaum  komplizierter.  Man  braucht  nur  in  den  beiden  letzten 
Blättern  gerade  so  zu  ope- 
rieren,    indem    man    bloß    die 

2p  +  2      Verzweigungspunkte    ^^^ V- -_.-''  '-^-./.^ 

in     Betracht     zieht,     wodurch  ^~~  ""' 

diese  Blätter  zusammenhängen.  Fig.  20. 

Aber  auch  im  allgemeinen  Falle  einer  völlig  beliebigen  alge- 
braischen Eiemannschen  Fläche,  womit  wir  jetzt  vorgreifend  eine 
m- blättrige  Fläche  meinen,  deren  Blätter  bloß  in  einer  endlichen 
Anzahl  von  Verzweigungspunkten  mitemander  zusammenhängen, 
derart  daß  durch  geeignete  Verzweigungsschnitte  eine  zusammen- 
hängende Fläche  zustande  kommt,  deren  Blätter  im  kleinen 
schlicht  verlaufen  resp.  längs  Bogen  der  Verzweigungsschnitte  in- 
einander übergehen,  oder  aber  endlich  in  Verzweigungspunkten  in 
Zyklen  zusammenhängen  —  im  Falle  einer  solchen  Fläche,  sage 
ich,  kann  man  die  Existenz  eines  kanonischen  Querschnittsystems 
direkt  nachweisen.  Man  führe  nämlich  zuerst  einen  Eückkehr- 
schnitt  aus.  Zerfällt  die  »Fläche  durch  jeden  solchen  Eückkehr- 
schnitt,  so  hängt  sie  schon  einfach  zusammen,  es  ist  hier  p  =  0, 
und  wir  sind  am  Ziele. 

Zerfällt    sie    aber    durch    einen    bestimmten    Eückkehrschnitt 
nicht,   so   kann   man  noch  einen   Querschnitt   ziehen,   welcher  zwei 
einander   gegenüberliegende    Uferpunkte    des    Eückkehr- 
schnittes    miteinander    verbindet    und    die   Fläche   nicht 
zerlegt.    Denn    die    beiden    Ufer     geben    ja     zwei     ge-   '( 
trennte    Eandkurven    ab.    Man    kann    also    längs    einer 
dieser    Eandkurven    von    der    einen    Seite    des     Quer-       Fig-2i. 
Schnittes  zur  anderen  gelangen,  ohne  aus  der  Fläche  auszutreten. 

Hängt  die  aufgeschnittene  Fläche  hiermit  einfach  zusammen, 
Bd.  I,  Kap.  14,  §  9,  so  ist  p  =  1.  Sonst  kann  man  einen  Eück- 
kehrschnitt in  der  aufgeschnittenen  Fläche  ziehen,  wodurch  die- 
selbe nicht  zerfällt.  Und  da  dieser  auch  zwei  Ufer  hat,  so  läßt 
sich  wieder  ein  Querschnitt  zwischen  zwei  einander  gegenüber- 
liegenden Uferpunkten  anlegen,  der  die  Fläche  nicht  zerlegt.  Die 
neue  Fläche  hat   zwei   Eandkurven.   Ziehen   wir  noch   einen    Quer- 
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schnitt  von  der  einen  dieser  Randkurven  zur  anderen,  wodurch 
die  Fläche  also  nicht  zerfällt,  so  hat  diese  letzte  Fläche  nur  eine 
Randkurve.    Hängt    sie    einfach    zusammen,    so    ist    p  =  2.    Sonst 

wiederholt      man     das     Verfahren. 
Jetzt   muß  noch  nachgewiesen 
werden,    a)    daß    man    nach    einer 
j^ig  22.  \^_;     endlichen      Anzahl      von     Wieder- 

holungen zu  einer  einfach  zusam- 
menhängenden Fläche  gelangt;  b)  daß  je  zwei  kanonische  Quer- 
schnittsysteme dasselbe  p  liefern,  m.  a.  W.  daß  p  sich  invariant 
gegenüber  der  besonderen  Zerschneidungsmethode  verhält. 

ad  a)  Seien  z  =  a,  h  zwei  endliche  nicht  übereinanderliegende 
Punkte,  denen  kein  Verzweigungspunkt  entspricht.  Nach  dem 
Existenzsatze  von  Kap.  5,  §  3  bilden  wir  dann  ein  Abelsches 
Integral,  P,  welches  sich  in  diesen  Punkten  logarithmisch  ver- 
hält und  sonst  stetig  ist.   Dann  wird  die  Funktion 

dP 

IV  =  -r- 

dz 

eindeutig  auf  der  Fläche  sein  und  nur  Pole  aufweisen,  dieselbe 
wird  aber  auch  zur  Fläche  gehören,  da  sie  im  Punkte  z  —  a 
nur  in  einem  Blatte  einen  Pol  hat.  Hieraus  ergibt  sich,  daß  w 
einer  irreduktibelen  algebraischen  Gleichung  m-ten  Grades  in 
{w,  z)  genügt: 
(1)  G{w,z)  =  0. 

Nun  läßt  sich  aber  andererseits  jedes  Integral  erster  Gattung 
am   Gebilde   (1)  nach   §  21   in  der  Form  darstellen 


/ 


Q{w ,  z)  dz 


wo  Q  ein  Polynom  höchstens  vom  (m  — 3)-ten  Grade  ist.  Darum 
ist  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  derartigen  Integrale  am 
vorgelegten  Gebilde  endlich,  und  daher  erweist  sich  die  Anzahl 
der  linear  unabhängigen  Potentiale  erster  Gattung  auch  als  end- 
lich. Könnte  man  aber  unbegrenzt  viele  Rückkehrschnitto  ziehen, 
ohne  die  Fläche  zu  zerstückeln,  so  könnte  man,  nach  Kap.  5, 
§  1,  unbegrenzt  viele  unabhängige  Potentiale  erster  Gattung  er- 
zeugen.   Hiermit   ist   denn   der    Nachweis   fertig,    daß   das    bewußte 


§  13.  Von  d.  kanonisch. Zerschneidung ein.algebraisch.Riemannschen  Fläche    351 

Verfahren  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schnitten  zu  einer 
einfach  zusammenhängenden  Fläche  führt. 

ad  b)  Nach  §  20  führt  eine  kanonische  Zerschneidung  zum 
Eiemannschen   Satze 

^  =m  +  p  — 1, 

und  da  w,  m  bei  einer  vorgegebenen  Fläche  feste  Werte  haben, 
so  verhält  sich  p  invariant  gegenüber  sämtlichen  kanonischen 
Zerschneidungen,  w.  z.  b.  w. 

Über  den  Sinn  der  Kurven  Aj.,  B^.  und  die  Kurven  c^.  Dem 
ersten  Eückkehrschnitt  A^  legen  wir  einen  willkürlichen  Sinn  bei 
und  bezeichnen  das  linke  Ufer  als  das  + 

positive,    das   rechte   als   das    negative, 
wenn    A^   in    positivem    Sinne    durch- 
laufen  wird.    Sodann    erklären  wir    als  ^^  ^ 
den  positiven   Sinn  von  jB^  denjenigen,                        '^" "  ' 
wodurch  die  also  gerichtete  Kurve  in  der  Nähe  des  Schnittpunktes 
so  gegen  die  gerichtete  Kurve  A^  orientiert  wird,  wie  die  positive 
y-  gegen    die  positive   a;- Achse.   Dazu    noch    die    naheliegende  Er- 
klärung des   positiven  resp.   negativen  Ufers  von   B^. 

Ist  'p>l,  so  wird  jedes  weitere  Paar  A^.,  B,,  in  ähnlicher 
Weise  behandelt,  indem  man  der  Kurve  Aj.  einen  willkürlichen 
Sinn  beilegt;  alles  andere  ist  schon 
hiermit  festgelegt. 

Endlich  werde  die  durch  die  p 
Kurvenpaare  Aj^,  ß^  aufgeschnittene 
Fläche  F'  vermöge  y»  —  1  weitere  Quer- 
schnitte in  eine  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  F^  verwandelt.  Dies 
geschieht  in  symmetrischer  Weise,  in-  \-;^_i?  ^~~^  rig  24. 
dem  man  etwa  einen  irmeren  Punkt 
0  der  Fläche  F'  mit  dem  Schnittpunkte  von  A^,  B,,  durch  eine 
Kurve  c^.  verbindet.  Auf  die  besondere  Verabredung  betreffend 
den  Sinn  von  c,c,  sowie  das  positive  resp.  negative  Ufer  kommt 
es  weiter  nicht  an. 

Der  Rand  C  von  Fi  besteht  aus  den  4p  positiven  und  nega- 
tiven Ufern  von  Aj,,  B^.  nebst  den  2p  Ufern  der  c^. 
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§  14.  Herumintegrieren  bei  kanonischer  Zerschneidung. 

Eine  vorgelegte  algebraische  Eiemannsche  Fläche  F  wird 
durch  eine  kanonische  Zerschneidung  ,  §  13,  Fig.  24,  in  eine  ein- 
fach zusammenhängende  Fläche  F-^  der  Klasse  a)  Bd.  I,  S.  753 
verwandelt.  Wir  gewinnen  eine  Reihe  der  wichtigsten  Theoreme 
der  ganzen  Theorie  der  Abelschen  Integrale  und  Funktionen,  in- 
dem wir  geeignete  Integrale  um  den  Rand  C  von  Fj  herum- 
führen.^) 

Das  hitegral 

(1)  fudv. 

c 

Sei 

w  =  u  -\-  vi 


Ä,  . 

A  p 

ßi  . 

.     Bp 

u 

«1    . 

OCp 

ßi  • 

.      ß. 

V 

<   • 

.   «; 

ß[  . 

.      ß'. 

ein   überall    endliches  Integral,    welches   nur   keine    Konstante   ist, 
und  sei 


I. 


das  Periodenschema  der  beiden  Bestandteile  desselben,  wobei 

Dann  ist,  wie  wir  sogleich  beweisen  wollen,  einerseits 
a)  J  udv=2.^{xJ'^-(x'J^). 


A  =  l 


Anderseits  ist 
b) 


J  u  dv  >0. 


Daraus  ergibt  sich  der  folgende   Sat?. 

1.  Satz.   Ist  w  =  u -\- vi  ein  Integral  erster  Gattung  mit  dem 
Periodenschema  L,  so  ist 

V 

A)  Q<2{ocJ:-oc'J^. 


1)  Riemann.  Abelsche  Funktionen.  §§20,  21;  Journal  für  Mathematik 
54  (1857),  S.  144=  Werke,  2.  Aufl.,  S.  130.  —  Die  Größen  a^.  ß^  (unten)  heißen 
nach  Riemann  (a.a.O.  §15)  Periodizitätsmoduhi. 
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ad  a)    Indem   wir   unter   u,  v   in  i^j   eindeutige    Zweige    dieser 
Funktionen  verstehen,  sei 


Unter  dem  Integral  (1)  verstehen  wir  ferner  das  Integral 


ludv  =  lu'rfdt, 


in  positiver  Kichtung  über  den  ganzen  Rand  C  von  F-^  hin  er- 
streckt. Dann  liefert  das  k-te  Kurvenpaar  {Aj^,  B^)  folgenden 
Beitrag : 

I  w^  dv  -\-j  u^  dv  —  I  u~  dv  —  I  u~  dv 

^k  ^k  -^k  -Bfc 

=  ^/"(w+  —  u-)dv-}-  f{u+ 
'^k  h 

^k 


u  )  dv 


Bi. 


An  den  Ufern  der  Kurven  c^.  hat  w  gleiche  Werte  in  einander 
gegenüberliegenden  Punkten,  und  hiermit  ist  der  Beweis  erbracht. 

ad  b)  Die  Relation  b)  wird  vermöge  des  G au ß sehen  Satzes 
bewiesen.  Seien  u,  v  zwei  im  Innern  eines  schlichten  regulären 
Bereiches  S  harmonische  Funktionen,  welche  nebst  ihren  Ablei- 
tungen erster  Ordnung  am  Rande  C  der- 
selben stetig  sind.  Setzt  man  in  der  Formel     ^ 

s  c 

von  Bd.  I,   Kap.  4,   §  2 


P  = 

dv           ^ 

dv 
dy' 

so 

iommt 

(2) 

lfm 

,    /du 
^\d-y 

Fig.  25. 


)')  dS  =   fudv. 


Ist  nun  S  eine  zur  Klasse  a),  Bd.  I,  Kap.  14,  §  9  gehörige 
mehrblättrige  Riemannsche  Fläche,  so  wird  man  verlangen,  daß 
u,  V  sich  in  den  gewöhnlichen  Punkten  harmonisch  verhalten  und 
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in  den  Verzweigungspunkten  endlich  bleiben.  Dabei  spielt  der 
Punkt  z  =00  keine  Sonderrolle.  Sodann  wird  man  die  Verzwei- 
gungspunkte, sowie  die  Punkte  ^;  =  00  in  Kreise  einschließen, 
welche  einen  beliebig  beschränkten  Teil  der  Umgebung  dieser 
Punkte  umfassen,  und  diese  Bereiche  aus  S  fortheben.  Der  Best 
von  S  heiße  S',  dessen  Eand  C.  Dann  sieht  man  sofort,  daß  die 
Eelation  2)  für  *S'  gilt,  denn  S'  kann  ja  in  eine  endliche  Anzahl 
schlichter  Bereiche  zerlegt  werden,  für  deren  jeden  2)  gilt. 

Jetzt  lasse  man  die  Kreise  immer  noch  beschränkter  werden, 
d.  h.  die  Kadien  der  um  endliche  Verzweigungspunkte  gelegten 
Kreise  sollen  gegen  Null  abnehmen,  während  der  Eadius  der 
Kreise  um  die  Punkte  ^  =  00  ins  Unendliche  wächst.  Dann  wird 
einerseits  das  Doppelintegral  gegen  einen  Grenzwert  konvergieren, 
während  andererseits  die  von  den  Kreisen  herrührenden  Beiträge 
der  Kurvenintegrale  gegen  0  abnehmen. 

Beide  Behauptungen  können  mit  Leichtigkeit  direkt  vermöge 
der  Reihenentwicklungen  der  Funktionen  u,  v  bewiesen  werden. 
Noch  einfacher  und  eleganter  ist  jedoch  der  Beweis  vermöge 
konformer  Abbildung.  Ist  nämlich  S  zunächst  ein-blättrig  und 
endlich,  und  wird  S  ein-eindeutig  und  konform  (inkl.  des  Ran- 
des) auf  einen  zweiten  solchen  Bereich  Z  vermöge  der  Funktionen 

(3)  ^  =  f{x,7j),  n  =  (p{x,y) 

bezogen,  wobei  außerdem^) 

d^        dr)  d^  dt] 

d  X       dy*  dy  dx' 

so   ist 

dx"  "^  dy''  ~  d{x,y)  Id^^'^dr]^]' 

i(|4  =  (|1)V  (|iy>  0  in  S. 
dix,y)        \dx/        \dyj 

Anderseits  wird  dem  Satz  bezüglich  der  Transformation  eines 
Doppelintegrals  gemäß  ^) 

J  J  Vd-x'  +  dj^]  ^^  =J  J  lar^  +  a?)  d'i^)  ^^- 


1)  Würden  dagegen  die  Winkel  umgelegt,  so  würden  in  der  Folge  ver- 
schiedene Vorzeichenwechsel  eintreten,  der  Satz  gilt  aber  auch  in  diesem 
Falle. 

2)  Man   vergleiche   etwa   des   Verfassers   Advanced   Calculus,  Kap.  XII. 
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Da  nun 

dix,^))'  d{^,r))        ^' 
SO   ergibt   sich,   daß 

S  2 

Kehren  wir  jetzt  zu  den  im  Endlichen  gelegenen  Verzwei- 
gungspunkten, sowie  zu  den  Punkten  2=00  zurück !  Wird  die 
Umgebung  irgendeines  dieser  Punkte  auf  die  schlichte  Umgebung 
eines  endlichen  Punktes  ein-eindeutig  und  stetig  und,  vom  Aus- 
nahmepunkte selbst  abgesehen,  konform  bezogen,  so  ergibt  sich 
die  Konvergenz  des  uneigentlichen  Doppelintegrals  sofort  ver- 
möge (4). 

Wenden  wir  uns  nun  dem  Kurvenintegrale 


J  u  dv 


zu.  Dieses  Integral  ist  schon  der  Form  nach  invariant  gegenüber 
irgendeiner  beliebigen  Transformation  der  hier  betrachteten  Art. 
Insbesondere  gehen  also  die  Beiträge  jener  kleinen  Kreise,  wovon 
wir  ja  beweisen  wollten,  daß  sie  gegen  0  abnehmen,  in  Inte- 
grale von  derselben  Form  über,  wobei  nun  u  und  v  beide  in  der 
Nähe  des  neuen  Punktes  harmonisch  sind,  während  die  Länge  des 
Integrationsweges  gegen  0  abnimmt.  Hiermit  ist  die  aufgestellte 
Behauptung  völlig  bewiesen. 

Wir  bemerken  noch,  daß  die  Konvergenz  des  Doppelintegrals 
allein  noch  nicht  genügt.  Damit  würde  allerdings  gezeigt  sein, 
daß  das  über  den  ganzen  Rand  von  S'  hin  erstreckte  Kurven- 
integral gegen  einen  Grenzwert  konvergiert,  wenn  die  bewußten 
Kreise  immer  noch  beschränkter  werden.  Dieser  Grenzwert  braucht 
aber  nicht  mit  dem  über  den  Rand  C  von  S  hin  erstreckten 
Kurvenintegrale  zusammenzufallen. 

Da  nun  das  Doppelintegral  im  Bereiche  F^  konvergiert  und 
die  Relation  (2)  auch  für  diesen  Bereich  gilt,  so  ist  die  Relation 
b)  hiermit  dargetan. 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  als  erste  Anwendung  der 

2.  Satz.  Ist  w  ein  Integral  erster  Gattung  und  verschwinden 
sämtliche  Periodizitätsmoduln  an   den  Querschnitten   erster  Art,    d.  h. 
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an  den  A^,  {oder  auch  an  den  Querschnitten  zweiter  Art,  den  Bk), 
so  ist  w  eine  Konstante. 

Denn  es   ist  im  ersten  Falle 

ö^fc  =  0 ,  oi'^^  0,         k  =  1,  .  .  .,  p', 

im   zweiten 

ß,c  =  0,         ß',^0,         k  =  l,...,p. 

Beidemal  verschwindet  die  rechte  Seite  von  A),  was  zu  einem 
Widerspruch  führt. 

Das  Integral 

(5)  f0dW, 

c 

wobei  0,  W  zwei  beliebige  Abelsche  Integrale  auf  der  vorgelegten 
Fläche  sind.  Insbesondere  kann  0  eine  eindeutige  Funktion  auf 
F  resp.  der  Logarithmus  einer  solchen  sein,  und  dasselbe  gilt  auch 
von  W.   Sei 


II. 


A,     . 

Äj, 

B,     . 

.     B, 

0 

Ai     . 

Aj) 

Bi     . 

.      B, 

w 

a;    . 

.    .    a; 

b;  . 

.    b; 

das  Periodenschema  dieser  Integrale.  Dann  ist 


(6) 


f0dv^=:^{\B:-A',B,), 

«L  7.  —  1 


*  =  1 


wobei  selbstredend  vorausgesetzt  worden  ist,  daß  keine  Unstetig- 
keit  von  0,  W  auf  Ay.,  B^  liegt. 

Anderseits  stellt  das  Integral  (5)  (bis  auf  den  Faktor  'Ini) 
die  Summe  der  Residuen  von  0  dWjdz  in  Fj  vor,  sofern  0  keine 
logarithmischen  Unstetigkeiten  auf  F  hat.  Sind  insbesondere  beide 
Funktionen  0  und  W  Integrale  erster  Gattung,  so  verschwinden 
alle  Residuen,  womit  wir  denn  zu  folgendem  Satze  geführt  werden. 

3.  Satz.  Seien  w,  w'  zwei  Integrale  erster  Gattung  mit  dem 
Periodenschema 

Jx\        .        .        .        -Aj)       Oy  •        •        •        jDp 


w 

ft>l    .    . 

.        (Op 

Oip  +  X       .       .       . 

C02P 

Dann  ist 

w' 

p 

.      co'p 

Oip  +  \       .       .       . 

"'2P 

(7) 

^'p^k- 

wl^^;'+*)  =  0. 
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§  15.  Von  den  Normalintegralen  erster  Gattung. 

In  §  12  haben  wir  gesehen,  daß  es  auf  einem  kanonischen 
algebraischen  Gebilde  vom  Geschlechte  p  >  0  mindestens  p  linear 
unabhängige  Integrale  erster  Gattung  gibt,  wovon  keines  sich  auf 
eine  Konstante  reduziert.  Wir  werden  später  diesen  Satz  auf 
Grund  der  Existenztheoreme  von  Kap.  5  allgemein  für  eine  be- 
liebige algebraische  Kiemannsche  Fläche  F  beweisen.  Vermöge  der 
Entwickelungen  des  vorhergehenden  Paragraphen  gewirmen  wir 
nun  eine  tiefere  Einsicht  in  das  Wesen  dieser  Integrale. 

Definition.  Die  n  Integrale  erster  Gattung  Wi,...,Wn 
heißen  linear  abhängig,  wenn  es  ri  +  1  nicht  sämtlich  verschwin- 
dende   Konstanten   c^,  c^,  .  .  .,  c^,  c   gibt,    derart    daß 

Cilüi  +  C2W2  +  •  •  •  +  c„w„  =  c. 

Sonst  heißen  sie  linear  unabhängig. 

Ist  eines  der  Integrale  eine  Konstante,  so  sind  sie  stets  linear 
abhängig.  Setzt  man  also  voraus,  daß  sie  linear  unabhängig  sind, 
so  ist   sicher   keines   davon   eine   Konstante. 

1.  Satz.  Es  gibt  höchstens  p  linear  unabhängige  Integrale  erster 
Gattung. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ergibt  sich  aus  den  beiden  folgenden 
Sätzen. 

2.  Satz.  Seien  %,  Wg,  •  •  •,  Wp  ein  System  von  p  linear  unab- 
hängigen Integralen  erster  Gattung,  und  sei 


A, 

A,    .     . 

A.p 

B,            .     . 

.     Bp 

Wi 

ft>ii 

Cl>i2       •        . 

.         Ö>ij, 

<^i,p+i     • 

■         0Ji2P 

w^ 

«21 

GJ22      •        • 

.      CO2J, 

<^2,P  +  l 

(Oo2p 

Wp 

W^l 

ft>p2      . 

.      Oipp 

COp    p  +  1        . 

(Üp    2P 

das  Periodenschema  derselben.  Dann  ist 


(1) 


A  = 


0>2i     W22 


a)oi 


I   copi   a)p2 

Osgood,  Funktionentheorie  11,2 


+  0. 
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Man   bilde  nämlich   das   Integral  erster   Gattung 

IV  =  Ci^i  +   C2W2  +    •  •  •  +   Cj,lVj,, 

wobei  Ci,  .  .  .,  Cj,  willkürliche  Konstanten  sind,  und  bezeichne  den 
Periodizitätsmodul  desselben  am  fe-ten  Querschnitte  erster  Art, 
Ajc,   mit   ßj..   Dann  ist 

ük  =  CiCüik  +  C2W2Ä  +   •  •  •  +  Cj^COpk- 

Würde  nun  A  =  0  sein,  so  ließen  sich  die  c^,  .  .  .,  Cj,  so  bestim- 
men, daß  sämtliche  ß^.  verschwinden,  ohne  daß  die  c^  alle  =  0 
wären, 

(2)        CiWifc  +  CgCügfc  +  •  •  •+  CpCOpfc  =  0,  fc=l,...,p. 

Dann  müßte  aber  w^  dem  zweiten  Satze  von  §  14,  S.  47  gemäß, 
eine  Konstante  sein: 

Cilü-^  +  C2W2  +   •  •  •  +  Cj,Wj,  =  c. 

Damit  wären  nun  die  p  vorgelegten  Wj^,  .  .  .,  Wj,  linear  verknüpft, 
was  gegen  die  Voraussetzung  verstößt. 

Mit  denselben  Hilfsmitteln  wird  bewiesen,  daß  auch 


(3) 


Ö>i     «J.1        .       .       .       CO, 


(O, 


+  0 


3.  Satz.  Durch  die  p  Integrale  Wi,  .  .  .fWj,  des  2.  Satzes  läßt 
sich  ein  beliebiges  Integral  erster  Gattung,  w,   linear  ausdrücken: 

W  =  CiWi  +  C2W2  +  •  •  •  +  CpWj,  +  c. 

Sei  ai,^  der  Periodizitätsmodul  von  w  am  k-ten  Querschnitte 
erster  Art,  A^.  Wir  wollen  nun  p  Zahlen  Cj,  .  .  .,  Cp  so  bestim- 
men,  daß  die  p    Gleichungen 

SJfc  =  CiWifc  +  C2C02k  +  •  •  •  +  Cj,a)j,jc,  k  =  1,  .  .  .,  p, 

erfüllt  werden.  Dann  hat  das  Integral  erster  Gattung 

IV  —  CiW'i  —  Ca  1^2  —  •  •  •  —  CpWj, 

lauter  verschwindende  Periodizitätsmoduln  an  den  Querschnitten 
erster  Art,  Aj^,  und  erweist  sich  somit  als  eine  Konstante,  c. 
Hiermit  ist  der   Satz   bewiesen. 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  nun  der  Beweis  des  1.  Satzes 
sofort. 
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4.  Satz.  Ist  Vk,  k  =  1,  .  .  .,  f,  ein  zweites  System  linear  un- 
abhängiger Integrale  erster  Gattung,  so  hängen  diese  mit  jenen  w^ 
durch  eine  nicht-singuläre  lineare    Transformation  zusammen. 

Nach  dem  3.  Satze  hat  man  vor  allem  die  Darstellung 


Ckl^i  +   •  •  •+  Ckj>Wj,-\-  Ck, 


k=l, 


V' 


A     A 

A.J) 

ßi 

B,     .     . 

Bp 

Ui 

ni   0 

.      0 

«11 

«12        • 

■     «tp 

Uz 

0    71%      .      . 

.      0 

«21 

«22         • 

«2P 

Up 

0     0      . 

.     Tti 

«PI 

«P2       • 

•        «p  p 

Würde  nun  die  Determinante  Zi  %  .  .  .  Cpp  verschwinden,  so 
könnte  man  daraus  auf  eine  lineare  Verknüpfung  der  %,...,  Vp 
schließen. 

Normalintegrale  erster  Gattung.  Liegen  p  linear  unabhängige 
Integrale  Wi,...,Wp  mit  dem  Periodenschema  I.  vor,  so  kann 
man  ein  System  von  p  Normalintegralen  u^,  .  .  .,  Up  mit  dem 
Periodenschema 


I«. 


(4)  ttij  =  aji, 

wie  folgt,  einführen.   Sei 

niiü^  =  MkxUy  +  60^2^2  + \-  MkpUp,  k  -=  1,2,  .  .  .,'p. 

Da  die  Determinante  A  dieser  p  linearen  Gleichungen  nicht  ver- 
schwindet, werden  die  y  Funktionen  u^, .  .  .,Up  hierdurch  eindeutig 
bestimmt,  und  zwar  hängen  sie  linear  von  den  Wi,...,Wp  ab. 
Damit  erweisen  sie  sich  schon  als  p  Integrale  erster  Gattung. 
Ihre  Periodizitätsmoduln  am  k-ten  Querschnitte  erster  Art,  A^, 
werden  ebenfalls  durch  ein  ähnliches  System  von  p  linearen  Glei- 
chungen eindeutig  bestimmt.  Nun  kann  man  aber  eme  Lösung 
letzterer  Gleichungen  sofort  ablesen,  namentlich  diejenige,  welche 
dem  Periodenschema  !„.  entspricht.  Da  es  aber  keine  weitere 
Lösung  geben  kann,   so  sind  wir  hiermit    bereits  am  Ziele. 

Die  Relation  (4)  ergibt  sich  sofort  aus  dem  3.  Satze  von 
§  14,  indem  man  w  =  Ui,  w'  =  Uj  setzt. 

Es  gibt  noch  eine  zweite  Form  der  Normalintegrale,  welche 
vielfach  gebraucht  wird  und  durch  das  folgende  Periodenschema 
bezeichnet  wird: 

24* 
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A-i  A.^     •      •      •      ^p  \  -Dl  ij2      •      •      •      ijp 


Vi 

1 

0       . 

.     .     0 

"^ll    "^12 

Tip 

I„. 

^2 

0 

1 

.     .     0 

Tgi    T22 

Tgj, 

Vj, 

0 

0       . 

.    .    1 

1    Tpi    Tj,2 

Tpp 

wobei 

(5)  T.,-  =  T,-,. 

Die    Normalintegrale    sind    bis    auf    eine    additive    Konstante 
völlig    bestimmt. 

5.  Satz.  Setzt  man 

0  <^\;Malv, 

i/;o&e'i  li,  .  .  .,  Ij,    beliebige   reelle  Zahlen  bedeuten,    welche  nur  nicht 
alle  verschwinden. 

Bildet  man  nämlich  das  Integral 

^  =  ^i^'i  +  •  •  •  +  Ip^-^p  =  ü'  +  iv", 

so   haben   die   beiden   konjugierten   Potentiale   u',  v"   die   Periodizi- 
tätsmoduln 


^1    • 

.       .       -ii-j) 

n. 

•      .      r>p 

v' 
v" 

0 

.     .     0 

Aus  der  Relation   (A),   §  14  ergibt  sich  nun  der  Beweis  sofort. 

§  16.  Integrale  zweiter  Gattung. 

Unter  emem  Abelscheu  Integrale  zweiter  Gattung  versteht  man 
(§  2)  ein  solches,  welches  einen  Pol  erster  Ordnung  am  alge- 
braischen Gebilde  besitzt.  Genauer  gesagt  —  denn  ein  solches 
Integral  ist  ja  stets  mehrdeutig  auf  der  Fläche,  sobald  p  >  0  ist 
—  heißt  das  folgendes.  Sei  0  ein  Punkt  der  algebraisclien  Rie- 
mannschen  Fläche  F,  und  sei  F^  die  aufgeschnittene  Fläche,  wo- 
bei nur  0  nicht  am  Rande  liegt.  Dann  hat  ein  Zweig  des  Inte- 
grals, in  Fj  betrachtet,    einen  Pol    erster  Ordnung  in  0  und  ver- 
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hält  sich  sonst  m  Fj  stetig.  Die  anderen  Zweige  weisen  auch  das- 
selbe Verhalten  auf. 

Die  Bildung  solcher  Integrale  im  hyperelliptischen  Falle, 
§  2,  Formel  (10),  läßt  sich  nun  auf  Grund  der  Aufzählung  der 
Schnittpunkte  zweier  Kurven,  §§  5—7  direkt  motivieren.  Das 
hyperelliptische    Gebilde  w^erde  durch   die   Gleichung  dargestellt 

(1)  y^  =  G2p+2{^), 

wobei  G2p+2{J^)  ein  Polynom  {2^  +  2)-ten  Grades  mit  lauter  ge- 
trennten Wurzeln  bedeutet.  Sei  {x,  y)  =  {a,  b)  ein  endlicher  Punkt 
der  Kurve  (1),  worin  die  Tan- 
gente nicht  vertikal  ist.  Dann 
schneidet  die  doppelt  zählende  Ge- 
rade 


{X 


0 


Fig.  26. 


die  Kurve  zweimal  in  (a,  h),   aber 

auch     zweimal     in     (a,  —  h).    Eine 

zweite    Gerade,    welche    die    Kurve 

im  letzteren  Punkte  ebenfalls    (mindestens)   zweimal   schneidet,   ist 

offenbar    die    Tangente    dort: 

So  werden   wir  denn   zum  Integrale 
Cy  +  b+b'ix 


(2) 


dx 


(x  —  a)2  ij 

geführt;  vgl.  §  2,  Formel  (10).  Daß  dasselbe  in  jedem  Punkte  des 
Gebildes  außer  {a,  h)  stetig  ist,  w^ird  nun  vermöge  der  Entw^cke- 
lungen  von  §  11   direkt  nachgewiesen. 

Eine  ähnliche  Motivierung  findet  auch  in  den  anderen  Fällen, 
§  2,  statt. 

Integrale  zweiter  Gattung  auf  einer  kanonischen  Riemannschen 
Fläche.    Durch  die   Gleichung  i) 

(3) fix,  y)  =  0 

1)  Wir  müssen  jetzt  zu  einer  anderen  Schreibweise  übergehen,  da  wir 
die  Buchstaben  u,  v,  w  vor  allem  ziur  Bezeichnung  von  Integralen  erster 
Gattvmg  nötig  haben.  In  den  folgenden  Paragraphen  werden  wir  die  (kom- 
plexen) Koordinaten  eines  Punktes  der  Ebene  der  analytischen  Geometrie 
mit  [x,  y)  bezeichnen.  Eine  Ausnahme  bilden  die  Paragraphen  betreffend 
die  Existenztheoreme,  da  es  sich  hier  um  logarithmische  Potentiale  handelt, 
und  wir  nun  wieder  auf  die  alte  Schreibweise  z  =^  x  -\-  iy ,  ic  =^  u  -\-  vi 
zurückgreifen. 
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werde  eine  kanonische  algebraische  Kiemannsche  Fläche  resp. 
Kurve  (§  9)  definiert  bzw.  dargestellt.  Sei  (a,  h)  eine  gewöhnliche 
Stelle  des  Gebildes.  Dann  hat  die  Tangente  der  Kurve  in  diesem 
Punkte, 

(4)  Ux  -a)+h{x-h)  =  0,  U-  {fl)^^,^  +  0, 

stets    zwei    und    im    allgemeinen    nicht 

^^^^7^^^""^  mehr   als   zwei    Schnittpunkte   mit    der 

^^„^^/-'-^''''^  Kurve    (3)    in    (a,   b),    und    außerdem 

:    ■  noch    im    allgemeinen    m  —  2    getrennt 

'■ —  im    EndHchen    belegene   Schnittpunkte. 

Fig.  27.  Man  setze  jetzt  das  Integral  an 


(5)  ^"^"^^^^/eT^ 


Qm-2{x,y)dx 


b-b'{x-a)]fy{x,y)' 


WO  Qm-2{^>y)  ^^^  Polynom  vom  Grade  ^m  —  2  bedeutet. 
Dann  bleibt  das  Integral  vor  allem  endhch  in  allen  Punkten 
ic  =  CX3 .  Legt  man  nun  der  Kurve 

(6)  Q{x,y)  =  0 

die  Bedingungen  auf,  i)  durch  alle  Doppelpunkte  von  (3),  und 
ii)  durch  jeden  der  letzteren  w  —  2  Schnittpunkte  von  (3)  und 
(4)  hindurchzugehen,  so  bleibt  das  Integral  am  ganzen  Gebilde 
stetig  außer  in  (a,  h). 

Gehen  wir  näher  auf  diese  Bedingungen  ein.  Dieselben  drük- 
ken  sich  als  lineare  homogene  Gleichungen  zwischen  den  unbe- 
stimmten Koeffizienten  von  Q{x,  y)  aus,  und  ihre  Anzahl  ist,  wie 
man  leicht  nachrechnet,  weniger  als  die  Anzahl  der  Koeffizienten. 
Dabei  sind  aber  noch  verschiedene  Bedenken,  denen  wir  begegnen 
müssen.  Vor  allem  könnte  es  vorkommen,  daß  die  also  bestimmte 
Kurve  Q{x,  y)  =  0  außerdem  noch  durch  den  Punkt  (o,  h)  von 
selbst  geht.  Dann  wird  das  Integral  dort  keinen  Pol  mehr  auf- 
weisen —  ja,  es  könnte  sogar  noch  endlich  bleiben.  Daß  dies 
wenigstens  im  Falle  einer  Kurve  (3)  ohne  Doppelpunkte  nicht 
eintrifft,  können  wir  leicht  zeigen.  Hier  braucht  die  Kurve  (6) 
nämlich  nur  durch  die  m  —  2  weiteren  Punkte  hindurchzugehen. 
Wir  unterwerfen  die  Ebene  einer  Kollineation,  wodurch  die  Ge- 
rade (4)  in  die  rr- Achse,  die  bewußten  Schnittpunkte  in  endliche 
Punkte    derselben    übergehen.    Im    übrigen    soll    die   neue    Kurve 
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nicht  durch  den  Schnittpunkt  der  ?/- Achse  ruit  der  unendhch 
fernen   Geraden  gehen.   Sei 

die  Gleichung  der  also  transformierten  Kurve.  Ist  nun  (x,  y) 
=  (a,  0)  einer  der  bewußten   Schnittpunkte,  so  muß 

Am-2{a)  =  0 

sein.  Ist  (a,  0)  fernerhin  ein  fc-facher  Schnittpunkt,  so  muß 
außerdem 

Da  es  aber  im  ganzen  nur  m  —  2  solche  Bedingungen  gibt  und 
Am-zi^)  linear  und  homogen  von  w— 1  Koeffizienten  abhängt, 
so   braucht   ^„_2(-^)  nicht  identisch  zu  verschwinden. 

Aus  diesen  Entwickelmigen  geht  nun  hervor,  daß  es  wenig- 
stens auf  einer  algebraischen  Kurve  ohne  mehrfache  Punkte  in 
der  projektiven  Ebene  ein  Integral  zweiter  Gattung  gibt,  und 
zwar  darf  der  Pol  beliebig  angenommen  werden.  Denn  die  ur- 
sprüngliche Kurve  kann  ja  in  eine  neue  und  zwar  kanonische 
Kurve  derart  projiziert  werden,  daß  ein  beliebig  vorgegebener 
Punkt  in  einen  ,, gewöhnlichen"  Punkt  (im  vorhin  gebrauchten 
Sinne  des  Wortes)  übergeht.  Ein  Wendepunkt  bietet  hier  keine 
Schwierigkeit. 

Anderseits  wird  ein  Integral  zweiter  Gattung  bei  jeder  solchen 
Transformation  des  algebraischen  Gebildes  wieder  in  ein  Integral 
zw^eiter  Gattung  verwandelt,  und  hiermit  ist  die  Eichtigkeit  der 
Behauptung  erwiesen. 

Der  Fall  einer  kanonischen  Kurve  mit  Doppelpunkten  läßt 
sich  weniger  leicht  behandeln.  Man  könnte  etwa  zeigen,  daß  eine 
Qm-zi^f  y)'  welche  in  L  und  eine  Qm-si^^  u)  zerfällt,  von  we- 
niger Koeffizienten  abhängt,  als  überbleiben,  wenn  man  nur  ver- 
langt, daß  die  Q„,_2  durch  die  bewußten  m  —  2  Punkte  von  L 
hindurch  gehe.  Doch  sind  die  Einzelheiten  dieses  Beweises  wenig 
erquicklich,  und  da  wir  später  mit  aller  Strenge  und  Einfachheit 
die  Existenz  eines  Integrals  zweiter  Gattung  auf  einem  beliebigen 
algebraischen  Gebilde,  und  zwar  mit  völlig  willkürlichem  Pole, 
nachweisen  werden  (Kap.  5,  §  7) ,  so  können  wir  es  vorläufig  beim 
gegenwärtigen  Ergebnisse  bewenden  lassen.  Allgemeiner  noch  darf 
das    Integral    einen    Pol    n-ter    Ordnung    haben,    so    daß    es,    falls 


364  II,  4.  Algebraische  Funktionen  und  Abelsche  Integrale 

dieser  in  einem  nicht-spezialisierten  Punkte  der  Fläche  liegt,  die 
Form  haben  wird 

Im  übrigen  ist  die  singularitätenfreie  Kurve  der  projektiven 
Ebene  in  einer  Weise  vorbildlich  für  den  allgemeinen  Fall,  da  wir 
später  sehen  werden,  daß  ein  beliebiges  algebraisches  Gebilde, 
welches  nur  nicht  hyperelliptisch  ist,  auf  eine  singularitätenfreie 
Kurve  des  projektiven  Raumes  von  p  —  1  Dimensionen  transfor- 
miert werden  kann  —  die  No  et  her  sehe  Normalkurve,  Kap.  5, 
§16. 

§  17.  Integrale  dritter  Gattung. 

Unter  einem  Abelschen  Integrale  dritter  Gattung  versteht  man 
ein  solches,  welches  zwei  logarithmische  Singularitäten  am  alge- 
braischen Gebilde  aufweist;  vgl.  §2.  Seien  Ay:{a^,h-^  und 
A^:  {a^,})^  zwei  endliche  Stellen  einer  kanonischen  Kurve  (3), 
§  16,   und  man  lege  eine   Gerade  durch  dieselben: 

(7)  L{x)  ^  («2  -(h){\j-  h)  -  (^2  -  \) (a;  -  «:)  =  0. 

Mit  Hilfe  von  L{x)   bilde  man  das  Integral 

(^^  ^^""^-J     L{x)Uix,y)  ' 

wo  Q  ein  Polynom  vom  Grade  ^  m  —  2  bedeutet.  Dann  bleibt 
das  Integral  vor  allem  endlich  in  den  Punkten  x=cxd,  sofern  die 
Grundkurve  (3)  von  der  Geraden  (7)  dort  nicht  getroffen  wird. 
Läßt  man  die  Kurve  Q  =  0  durch  die  Doppelpunkte,  sowie  durch 
die  weiteren  m  —  2  Schnittpunkte  von  (7)  mit  der  Grundkurve  (3) 
gehen,  so  bleibt  das  Integral  auch  dort  endlich.  Im  Falle  keine 
Doppelpunkte  vorhanden  sind,  kann  man  wie  in  §  16  beweisen, 
daß  Q{x,  y)  so  bestimmt  werden  kann,  daß  das  Integral  in  den 
Punkten  A-^,  A^  wirklich  unstetig  wird,   und  zwar  wird 

(9)       P{x)=--       (71og(x  —  rti)  +  5Ii(a-)      in  der  Nähe  von  Ji, 

=  —  C  log(a:  —  rtg)  +  ^2(^)      "1  der  Nähe  von  A^, 

wo  C  4=  0  und  %i{x)  eine  im  Punkte  a,  analytische  Funktion  ist. 
Vermöge    einer    geeigneten    Kollineation    kann    man    noch    er- 
reichen,   daß    jegliche    Einschränkung    betreffend    die    Lage    der 
Punkte  A^,  A2  aufgehoben  wird,   so  daß   man  also  allgemein  den 
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Existenzbeweis  für  ein  Integral  dritter  Gattung  mit  willkürlich 
belegenen  Unstetigkeitspunkten  auf  einer  beliebigen  singularitäten- 
freien  Grundkurve  hiermit  geführt  hat. 

Falls  Doppelpunkte  noch  vorhanden  sind,  so  liegt  die  Sache 
ähnlich  wie  beim  Integrale  zweiter  Gattung,  §  16,  Ende.  Auch 
hier  liefern  aber  die  Existenztheoreme  von  Kap.  5,  §  8  den  Satz, 
daß  ein  Integral  dritter  Gattung  mit  willkürlichen  Unstetigkeits- 
punkten auf  einer  beliebigen  algebraischen  Eiemannschen  Fläche 
vorhanden  ist. 

§  18.  Die  Normalintegrale  zweiter  und  dritter  Gattung. 

Ist  (a,  b)  eine  gewöhnliche  Stelle  des  algebraischen  Gebildes 
und  ist  Z{x)  ein  Integral  zweiter  Gattung,  dessen  Pol  sich  dort 
befindet,  so  ist  in  der  Nähe  dieser  Stelle^) 

(1)  Z(a:)  =  ^  +  9l(^). 

Indem  wir  Z{x)  durch  A  teilen,  wird  das  neue  Integral  unstetig 
dort  wie  l/{x  —  a). 

Sei  wj.  der  Periodizitätsmodul  des  letzten  Integrals  am  Quer- 
schnitte A}^.  Zieht  man  nun  vom  Integrale  die  Summe  ab 
(vgl.  §  15) 


~i  ^ä„Uk{x), 


k  =  l 

SO  bleibt  wieder  ein  Integral  zweiter  Gattung  zurück,  und  dieses 
wird  als  das  Normalintegral  zweiter  Gattung,  Ya,{x),  definiert. 
Dasselbe  ist  durch  die  vorstehenden  Bedingungen  bis  auf  eine  ad- 
ditive Konstante  bestimmt,  denn  die  Differenz  zweier  solchen 
Integrale  ist  ja  ein  Integral  erster  Gattung  mit  lauter  verschwin- 
denden Periodizitätsmoduln  an  den  Aj^. 

Die  Periodizitätsmoduln  von  Ya{x).  Berechnen  wir  den  Perio- 
dizitätsmodul r}k  von  Ya{x)  am  Querschnitte  B^-  Zu  dem  Zwecke 
wird  der  Punkt  x  =  a  durch  einen  kleinen  Kreis  F  aus  der  ka- 
nonisch zerschnittenen  Fläche  jPj,  §  13,  entfernt    und   das  Integral 

fYdu, 
c 


1)  Wir  gebrauchen  das  Zeichen  ^  (x)  allgemein,  um  eine  Funktion  zu  be- 
zeichnen, welche  sich  jeweils  im  bewußten  Punkte  analytisch  verhält. 


366  II>  4.  Algebraische  Funktionen  und  Abelsche  Integrale 

über   den   ganzen   Eand  C   der    zurückbleibenden   Fläche  F\   hin- 
erstreckt : 

b  i' 

wobei  C  sich  auf  den  Band  von  F^  bezieht. 

Nach  der  Auswertung  des  ersten  Integrals,  §  14,  ergibt  sich 
als  Wert  desselben 

—  jcirj,,. 

Das  zweite  Integral  liefert  den  Wert 

—  l7ii(pk{a), 
wo 

X 

('2)  Uk  =J<Pk{x)  dx  +  Ck 

gesetzt  ist. 

Mithin  hat  rjy.  den  Wert 

rjic  =  —  29'fc(«)- 

Fassen  wir  das  Ergebnis  in  Worte  zusammen,  so  können  wir 
sagen : 

Satz.  Das  'Normalintegral  zweiter  Gattung,  Y^{x),  wird  unend- 
lich in  einem  endlichen  Punkte  von  F,  der  kein  Verzweigungspunkt 
ist,  loie  (x  —  |)~^ 

(3)  Y.{x)=^.-{-%{x), 

wo  21  (x)  sich  im   Punkte  x  —  ^  analytisch  verhält. 
Das  Periodenschema  lautet,  wie  folgt: 

\  A,     .     .     .     A^  B,         ...  Bp 

(4) \ 

In  ähnlicher  Weise  wird  das  Normalintegral  zweiter  Gattung 
mit  einem  Pole  n-ter  Ordnung  definiert: 

(5)  Y=»  =  (^  +  5l(^)- 
Das  Periodenschema  lautet 

Ai  .  .  .  Ap  \  Bi  ...  Bp 


Y.n  {x) 


0  0 - oC-i)^.?^ w^^-'^H£) 


§  18.  Die  Normalintegrale  zweiter  luid  dritter  Gattxmg  367 

Das  Normalintegral  dritter  Gattung.  Von  einem  Integral  dritter 
Gattung  P^^{x)   ausgehend,   wo^) 

P.,.{x)=       Clog(a:-|)+2t(a;), 

=  -C\og{x-7])-hmx), 

bestimmt  man  ein  Normalintegral,  wie  folgt.  Indem  man  P^,.{x) 
zunächst  durch  C  dividiert,  verhält  sich  das  neue  Integral  in  der 
Nähe  der  Punkte  $  und  ?;  wie  log(ic  —  ^)  resp.  — log(a;— ?;): 

n^,M)=    \og{x-^)  +  ^{x), 

=  -\og{x-ri)  +  %{x), 

vorausgesetzt,  daß  |  und  rj  beide  im  Endlichen  liegen  und  keine 
Verzweigungspunkte  sind.  Ist  ^  dagegen  ein  endlicher  Verzwei- 
gungspunkt  771 -ter   Ordnung,   so  wird 

n^,„{x)  =  Uog{x-i)+%ix), 

wo  9t  (ic)  im  Punkte  |  stetig  und  sonst  in  der  Nähe  dieses  Punktes 
analytisch  ist.  Und  ebenso,  falls  rj  ein  endlicher  Verzweigungs- 
punkt  ist,   wird 

n^r,^-^log{x-ri)+^{x). 

Liegt  endlich  ein  Punkt  ^ ,  t]  im  Unendlichen,  so  tritt  Ijx 
an   Stelle  von  x  —  |  resp.   x  —  rj. 

Sei  SJfc  der  Periodizitätsmodul  des  letzten  Integrals  am  Quer- 
schnitte Aj..   Zieht   man  nun  vom   Integrale   die   Summe  ab, 

p 

^äkUkix), 

k  =  l 

so  entsteht  hierdurch  das  in  Aussicht  genommene  Normalintegral 
dritter  Gattung,  IJ^  (x).  Das  Periodenschema  desselben  lautet, 
wie  folgt: 

\  ■^i     •     •     •     -^p  \    -^1       ...      ijj, 

n^r^ix)  I   0      ...      0    I  2wf'?     .     .     .     2w|'' 
wobei 

und  U}.{x)  einen  in  F-^  eindeutigen  Zweig  bedeutet.  Das  Integral 
n^^{x)  ist  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt. 


1)  Vgl.  Anm.  1),  S.  57. 
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Zur  Erhaltung  der  Periodenformel  wird  man  die  Fläche  Fj^ 
längs  einer  einfachen,  vom  Punkte  rj  nach  dem  Punkte  |  führen- 
den Kurve  aufschneiden  und  darauf  noch  das  Innere  kleiner  um 
i ,  rj  gelegter  Kreise  aus  der  neuen  Fläche  entfernen.  Diese  letzte 
Fläche  heiße  F[.  Führt  man  dann  das  Integral 

J  IJ^,.{x)  dUk 

über  den  ganzen  Kand  von  F[  in  positivem  Sinne  hin  und  läßt 
man  dann  die  kleinen  Kreise  nachträglich  auf  die  Punkte  i,  rj 
zusammenschrumpfen,  so  ergibt  sich  damit  das  in  Aussicht  ge- 
nommene Resultat.  Dabei  bereiten  die  besonderen  Fälle,  wo  |,  rj 
in  einem  Verzweigungspunkt  oder  im  Punkte  a;  =  oo  liegen,  keine 
Schwierigkeit. 

§  19.  Verhalten   der   beiden    Integrale   bei   konformer   Abbildung. 

Die  dem  ursprünglichen  Gebilde  entsprechende  Riemannsche 
Fläche  F  möge  ein-eindeutig  und  stetig  und  im  allgemeinen  kon- 
form auf  eine  neue  Fläche  F  abgebildet  werden.  Dann  geht  das 
Integral  zweiter  Gattung  Y^{x)  resp.  Yf^^{x)  zwar  in  ein  Integral 
zweiter  Gattung  mit  einem  reinen  Pole  und  mit  lauter  verschwin- 
denden Periodizitätsmoduln  an  den  Querschnitten  erster  Art,  A^, 
über.  Im  allgemeinen  wird  dies  aber  kein  Normalintegral  sein,  da 
die  Fläche  F  in  der  Nähe  des  Poles  |  verdreht  und  gedehnt  wird. 
Ist  I  insbesondere  ein  gewöhnlicher  Punkt  von  F  und  geht  er 
auch  in  einen  gewöhnlichen  Punkt  |i  von  F  über;  wird  ferner  die 
Umgebung  von  |  auf  die  Umgebung  von  li  vermöge  der  Funktion 

Xi  =  (p{x) 

abgebildet,  so  hängt  das  Normalintegral  Y^^{xi)  am  Gebilde  F 
mit  Yi{x)  offenbar,  wie  folgt,  zusammen: 

Ist  I  ein  Verzweigungspunkt  resp.  der  Punkt  oo,  so  findet 
eine  ähnliche  Relation  statt. 

Fassen  wir  das  Ergebnis  in  einen  Satz  zusammen,  so  können 
wir  sagen: 

1.  Satz.  Das  Normalintegral  ztceiter  Gattung  ist  zwar  keine  ab- 
solute Invariante  gegenüber  einer  konformen  Abbildung  der  FläcJie  F, 
wollt  aber  eine  relative  Invariante,  denn  dasselbe  wird  durch  einen 
konstanten  Faktor  multipliziert. 
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Mit  dem  Normalintegral  dritter  Gattmig  verhält  sich  die 
Sache  aber  ganz  anders.  Dieses  ist  in  der  Tat  eine  absolute  In- 
variante. In  der  Nähe  eines  Unstetigkeitspunktes  hat  man  näm- 
lich 

m^{x)  =  log  t  +  nt), 

falls  dem  Punkte  x  =  ^  der  Wert  ^  =  0  entspricht,  dagegen 

wenn  die  Umgebung  des  Punktes  x  =  rj  auf  die  Umgebung  von 
t  —  0  bezogen  wird.  Nun  wird  aber  die  konforme  Abbildung  durch 
die   Gleichung 

fl  =  t  0){t),  oj(0)   4:  0, 

wiedergegeben,  und  darum  ist 

log^  =  logi+  21(0- 

Die  konforme  Abbildung  beeinflußt  nur  die  additive  Konstante. 

2.  Satz.  Das  Normalintegral  dritter  Gattung  ist  wohl  eine  abso- 
lute Invariante  in  hezug  auf  eine  konforme  Abbildung  der  Fläche  F 
auf  eine  Fläche  F. 

W 

§  20.  Der  Riemannsclie  Satz,   —  =  w  -j-  p  —  1. 

Es  handelt  sich  um  den  folgenden  Riemannschen  Satz  nebst 
Beweise. 

Satz.^)  Vorgelegt  sei  eine  beliebige  algebraiscJie  Eiemannsche 
Fläche  F.  Sei  n  die  Blätterzahl,  p  das  Geschlecht  und  w  die  An- 
zahl der   Verzweigungspunkte  derselben.  Dann  ist 

(1)  f  =  n  +  p-l. 

Der  Beweis  beruht  darauf,  daß  wir  aus  F  eine  nahe  liegende 
einfach  zusammenhängende  berandete  Fläche  F'  herausheben, 
welche  wir  dann  vermöge  der  Funktion 

(2)  z=cp{t) 

auf  den  Einheitskreis  der  ^- Ebene  abbilden.  Indem  wir 

/q\  dz  _  dz  ds  da 

^  ^  dt^  d^s  da   dl 


1)  Riemann,  vgl.  oben,  §4. 
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setzen,  v/o  s,  a  die  Bogenlängen  der  bezüglichen  Eandkurven  be- 
deuten, und  die  Funktionen 


(4) 


1       dz       1       dz    ,    i        ds        , 


dl 
da 


z -Ebene 


t -Ebene. 


über  den  Eand  hinführen,  ergibt  die  Auswertung  der  einzelnen 
Glieder  nach  Teilung  durch  2  ni  die  in  Aussicht  gestellte  Be- 
ziehung. 

Also  jetzt  zu  den  Einzelheiten  des  Beweises!  Aus  F  heben 
wir  einen  Kreis  K  fort,  welcher  keinen  Ver- 
zweigungspunkt im  Innern  noch  am  Rande 
aufweist.  Alsdann  schneiden  wir 
^^  den  außerhalb  K  liegenden  Teil 
von  F  längs  p  Paare  von  A^.- 
und  ß;;.- Kurven,  §  13,  auf,  wel- 
che noch  mit  dem  Rande  von 
K  durch  Querschnitte  c^  ver- 
bunden werden.  Hierdurch  ent- 
steht eine  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  F',  und  diese  Fläche  ist  es,  welche  auf  den  Ein- 
heitskreis  der  f- Ebene  vermöge  der  Funktion  (2)   abgebildet  wird. 

Die  Nullpunkte  der  Funktion 

dz 


Flg.  28a. 


<p'{t)  =  0, 


=  cp'{t), 


t  =  «1, 


, ,  a. 


geben  die  merkwürdigen  Punkte  der  Abbildung  ab,  und  zwar 
sämtliche,  sofern  F  keine  Verzweigung  im  Unendlichen  aufweist. 
Ihre  Anzahl  deckt  sich  eben  mit  der  Anzahl  w  der  Verzweigungs- 
punkte. Nach  Voraussetzung  soll  (p{t)  ferner  nur  einfache  Pole 
haben : 


z  = 


10  {t) 


to(/9,)  +  0,  k  =  l, 


n, 


t-ßk 
und   daher  hat   (p' {t)   2n  Pole. 

Führen   wir   also   die   linke    Seite   von    (4)    über   den   Rand   F 
des  Einheitskreises   1  <  [  =  1   in  positivem  Sinne,  so  kommt 


(5) 


i_  ff". 
Ini^   (p' 


dt  =  w  —  2n. 
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Wenden  wir  uns  jetzt   dem  Integral 


A-  fd  log 


dz 

27ii^  ""  "^^  ds 

zu!  Es  ist  ja  ^ 

ds  '  Fig.  29. 

also  ist  dz/ds  nichts  anderes  als  der  Einheitsvektor,  der  postiven 
Tangente  von  C  nach.  Mithin  ist 

(6)  ^J'iiogp  =  ^ld^ 


—.     I    d\0g  ;^  =  ^r-     I   di 
711, J  ^  ds  271-/ 

C  € 


und  wir  müssen  also  zusehen,  durch  welchen  Winkel  sich  dieser 
Vektor  dreht,  wenn  P  den  Eand  C  von  F'  in  positivem  Sinne 
beschreibt. 

Jeder   Abstecker   über   einen   Weg   c^   und   um   A^,  B^  liefert 
offenbar    einen    Beitrag    von    Atc   zum    Integral. 
Wir   können   nämlich    die   Ecken    am    Rande    C 
in     leicht     ersichtlicher     Weise     abrunden,     vgl. 
Fig.   30.    Auf    diese    Weise    erwächst    also    ein 
Beitrag    von    'iTt'pßTz  —  2p    zum   Ausdruck  (6). 
Der  Kreisrand  kommt  noch  für  eine    volle    Umdrehung    im    nega- 
tiven   Sinne,    also    für    —  1 ,    auf,   womit   wir    denn   die   endgiltige 
Auswertung  erhalten: 

c 

Das    zweite   Glied    rechter  Hand    in   (4)   ergibt  offenbar  0,   da 
dsida  stets  reell  und  positiv  ist;   das   dritte  ergibt  —  1,   da 

r 
Fassen    wir    die    verschiedenen    Ergebnisse    zusammen,    so    er- 
halten wir  die   Gleichung 

w  —  2w=  (2p  —  1)  +  0  —  1, 
also 

2^  =  n  +  p  —  1 ,  w.  z.  b.  w. 

Bemerkung.    Mit    denselben   Mitteln    beweist    man    auch   den 
anderen  an  gleichem  Orte  befindlichen  Riemannschen 
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Satz.  Sei  S  eine  endliche  einfach  zusammenhängende  Fläche 
der  Klasse  a),  Bd.  I,  S.  753.  Dann  ist  die  Gesamtzahl  w  der  Ver- 
zweigungspunkte  um  1  weniger  als  die  Anzahl  m  der  vollständigen 
TJmdrehungen  des  Tangentenvehtors  hei  der  Beschreibung  des  Bandes. 

Indem  man  nämlich  *S'  vermöge  (2)  auf  den  Einheitskreis  ab- 
bildet, ergibt  nun  die  linke  Seite  von  (4),  d.  h.  die  Formel  (5), 
die  Zahl  w.  Kechter  Hand  verschwindet  das  zweite  Integral,  wie 
vorhin,  während  (8)  noch  ungeändert  bleibt.  Damit  ist  nur  (6) 
noch  übergeblieben,  was  zur   Gleichung  führt 

w  =  w  —  1 ,  w.  z.  b.  w. 

Erweiterung  des  Satzes.  Ist  S  eine  beliebige  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  der  Klasse  a),  deren  Eand  und  Verzweigungs- 
punkte nur  im  Endlichen  liegen,  so  ist 

w  =  m-\-2k  —  l, 

wobei  k  die  Anzahl  der  Punkte  oo  in  S  bedeutet. 

Hier  hat  nämlich  das  Integral  (5)  den  Wert  w  —  2k.  Alles 
andere  bleibt  ungeändert. 

§  21.  Von  der  Form  eines  Integrals  erster  Gattung 
auf  einem  beliebigen  Gebilde. 

1.  Satz.  Sei^) 
(1)  G{w,z)  =  0 

eine  völlig  willkürliche  irreduktibele  Gleichung  vom  Geschlechte  p  >  0 
und  sei 


f^ 


(p{w,  z)dz 
ein  Integral  erster  Gattung  am  Gebilde  (1).  Dann  ist 

wo  Q{w,z)  ein  Polijnom  bedeutet. 

Sei  z  —  Zq  ein  endlicher  Punkt  der  Ebene,  wofür  die  Glei- 
chung (1)  lauter  getrennte  Wurzeln  hat.  In  der  Nähe  von  z^ 
lassen  sich  die  m  Wurzeln  iv  der  Gleichung  (1)  zu  eindeutigen 
analytischen  Funktionen  zusammenfassen,  %,  .  .  .,  w^.  Wir  bilden 
nun  die  Funktionen 


1)  Wir  greifen  auf  die  frühere  Schreibweise  zurück,  um  leichteren  An- 
schluß an  die  Ent\Ä'ickelungen  von  §§  5 — 8  zu  gewinnen. 
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(p{lVj_,  z)-\- h  (P{l0m,  Z)  =   Po{z), 

Wi  (p{iVi,  2)  +  •  •  •  +       iü^(p{w^,  z)  =  Pi{z), 

Diese  verhalten  sich  eindeutig  und  sind  außerdem  in  jedem  von 
den  Verzweigungspunkten  verschiedenen  Punkte  der  erweiterten 
Ebene  meromorph. 

In  einem  Verzweigungspunkte  hat  die  Funktion  wlq){iVk,  z) 
höchstens  einen  Pol  auf  der  Riemannschen  Fläche,  mithin  hat 
Pj{z)  auch  höchstens  einen  Pol  und  erweist  sich  somit  als  eine 
rationale  Funktion. 

Daraus  ergibt  sich  nun  zunächst,  wie  in  Kap.  2,  §  12,  3.  Satz, 

daß 

Qiw,z) 


{w,z)  = 


g{z)G^{w,z) 


ist,  wo  Q{w,z),  g{z)  Polynome  sind,  und  es  erübrigt  nur  noch 
zu  zeigen,  daß  Q  durch  g  teilbar  ist. 

Die  'projektive  Ebene.  Denken  wir  uns  die  Kurve  (1)  in  der 
projektiven  Ebene  eingebettet,  so  liegt  es  nahe,  vor  allem  eine 
Kollineation  vorzunehmen,  wodurch  die  neue  Kurve  die  unendlich 
ferne  Gerade  in  lauter  getrennten  und  auch  von  den  Koordinaten- 
achsen getrennt  liegenden  Punkten  schneidet.  Dies  hat  zunächst 
zur  Folge,  daß  die  Funktionen  Wj.  in  jedem  endlichen  Punkte  end- 
lich bleiben,  und  da  (p{iv,  z)  ja  in  einem  endlichen  Verzweigungs- 
punkt {q  —  l)-ter  Ordnung  höchstens  einen  Pol  von  gleicher 
Ordnung  haben  kann,  so  schließt  man  daraus,  daß  die  rationalen 
Funktionen  Pk{z)  keine  Pole  im  Endlichen  haben,  womit  sie  sich 
denn  als  Polynome  erweisen.  Damit  kommt  der  Nennerfaktor  g{z) 
in  Wegfall,  und  der  Beweis  für  die  transformierte  Kurve  ist 
erbracht. 

Wir  müssen  aber  noch  zur  ursprünglichen  Kurve  wieder  zu- 
rückgelangen, und  dies  geschieht,  wie  folgt.  Vom  transformierten 
Integrale 

/o\  rQ{w,z)dz 

^  ^  J    G^{w,z) 

wissen  wir  außerdem,  daß  Q{w,  z)  ein  Polynom  höchstens  vom 
(m  — 3)-ten  Grade  ist,  denn  der  Beweis  von  §11  gilt  im  vor- 
liegenden  Falle   unverändert.    Demgemäß    brauchen   wir   nur   noch 

Osgood,  Funktionentheorie  II,  2  25 
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nachzuweisen,  daß  das  Integral  (3)  sich  invariant  gegenüber  jeder 
Kolhneation  verhält.  Am  elegantesten  gestaltet  sich  dieser  Beweis 
vermöge  homogener  Variabelen.  Schreibt  man  nämlich  das  Inte- 
gral in  der  Form   (Kap.  6,   §  11) 

dxi    dx^    dxg 


(4)  J  Qm-siXi,   X2,   Xs)  ^-p^ 


•C-|  X.-)  Xo 

c,        c. 


-{.c,F,-\-c,F,' 
w  =  ^,         ^  =  ~»         Giw,::)  =^  x^"'F{Xi,X2,X3), 

Q  [W,  Z)  =  X^  '"         ^m-3  (^'l>  ^2>  -^3)  J 

SO  hängt  der  Bruch  einerseits  von  q,  Cg,  c^  nicht  ab.  Andererseits 
geht  das  Integral  durch  eine  nicht-singuläre  Transformation, 

Qxl  =  üii  Xy^  +  a,2  X2  +  a,3  ajg,  -1=1,2,3, 

in  ein  Integral  derselben  Form  über.  In  der  durch  die  vorhin 
in  Anwendung  gebrachte  Transformation  entstehenden  Gleichung 
setze  man  nun  nachträglich  c^  =  1 ,  Cg  =  C3  =  0 ,  sowie  q  =  1 , 
4  =  4  =  0. 

Es   ist    aber    keineswegs    notwendig,    homogene    Variabelen    zu 
benützen.   Sei 

'-'»  ■L'8 

WO 

L^  =  a.^w' +  a%_z' +  a]^,  1  =  1,2,3; 

^'  =  I  «n  «22  «33  I  '> 
G'{w',z') 


G{w,  z) 


U 


Dann   wird   am  algebraischen    Gebilde 

jjn  —^WQ^,  '^^'  dw' 

Vermöge  der  weiteren  Beziehung 

G^  diu  +  G,dz  ^  0 


erhält  man  ferner 

G'^^,d^       ^    /dw   -,  dz 


=  G„,  ( r-^,  dz  —  ä A  d  w) . 
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Trägt   man  im   Klammerausdruck 

dz     d  w  I 

dz      dw\ 
dw'     dw' 


die  Werte 


,  dz    -,     ,    ,    dz    T   ,  j  dw   -,    ,    .    die  j   , 

dz  =  :^— ,  diu  +  5-,  dz  ,         dw  =  5—,  div  +  p-,  dz 
ow  dz  ow  dz 


ein,   so    geht   derselbe  in 
über.   Nun  ist   aber 
Mithin  ist 


d  {w,z) 
d  {w',  z') 

dz' 

d{w,z) 

A 

d  {w',  z')  " 

"  L 

; 

G'^rdz       ^ 

Tin       —  ^W 

A' 

dz' , 

dz' 

Anderseits  ist 
So    kommt  denn 


^,        ,       Q'{w',z') 
Q{w,z)  ^^£„._3    ■ 


Q{'w,z)dz  _  y  Q'  {w',z')dz' 

^  ■^'        '-r^'     ^l\ 


G,{w,z)      -    g;,k,^') 

Wir   können   das  Kesultat  in  folgenden  Satz  zusammenfassen. 

2.  Satz.  Faßt  man  das  Gehilde  (1)  als  eine  Kurve  der  'projek- 
tiven Ebene  auf,  und  bezeichnet  man  den  Grad  derselbeii  mit  m, 
so  darf  Q  stets  als  ein  Polynom  höchstens  vom  Grade  m  —  3  ge- 
nommen werden: 

Q  {w,z)  dz 


(5)  /' 


GyjilO,Z) 


Diese    Form    des    Integrals    verhält    sich    invariant    gegenüber    der 
Gruppe   der  KoUineationen. 

Die  Ebene  der  Funktionentheorie.  Wir  gehen  vom  1.  Satze  aus 
und   beweisen  den  folgenden 

3.  Satz.i)  Paßt  man  das  Gebilde  (1)  als  eine  Kurve  der  Ebene 
der    Funktioyientheorie    auf    und    bezeichnet    man     den    Grad     von 


1)  Riemann,  a.  a.  0.,  §  9. 
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G{w,  z)  in  w,  z  resjp.  mit  m,  n,  so  darf  Q  stets  als  ein   Pohjnom 
höchstens  vom  Grade  m  —  2  resy.  n  —  2  in  lo,  z  genommen  werden: 


r 


m-3«-2 

{w ,     z)  dz 


Biese  Form  des  Integrals  verhalt  sich  invariant  gegenüber  der 
Grwpjpe  der  linearen  Transformationen  der  Ebene  der  Funktionen- 
theorie in  sich. 

Vor  allem  darf  man  amiehmen,  daß  jeder  Schnittpunkt 
(oo,  ttfc)  der  Grundkurve  (1)  mit  der  unendlich  fernen  Geraden 
w  =  oo  einfach  sei,  sowie  daß  a^  stets  endlich  ist,  da  dies  ja 
durch  Transformationen  der  Gruppe  zu  erreichen  ist.  Außerdem 
soll  C  in  einem  Punkte  (oo,  a^)  die  Gerade  z_=  a^  nur  einmal 
schneiden.  Demgemäß  hat  G{iü,  z)   die  Form 

(7)  G{w,  z)  =  Ao{z)iü^  +  Ai{z)w"'-^  +  '  ■  '-\-  A,^{z), 

wobei  ^o(^)  ''^  getrennte  Wurzeln  a/,  hat,  und  Ai{ai,)  4=  0, 
k  =  1,  .  .  .,n.  Im  übrigen  läßt  sich  C  in  der  Nähe  eines  Punktes 
(oo,  ttfc)  in  der  Form  darstellen, 

(8)  lü  =  t-\  z  =  a^+  tx,{t),  z(0)  +  0. 

Sollte  Q  zunächst  vom  Grade  ^  7n  in  lü  sein,  so  werde  Q 
durch  G  geteilt,  Kap.  2,   §  6: 

g{z)  Q{w,  z)  =  Q{w,  z)G{w,  z)  +  P{w,  z), 

wobei  P{iü,  z)  höchstens  vom  Grade  m  —  1  in  iv  ist  und  durch 
keinen  Faktor  von  g{z)  teilbar  ist.  Wir  wollen  nun  zeigen,  daß 
g{z)  in  Wegfall  kommt. 

Das   Integral   (6)   hat  jetzt   die  Form 


(9)  / 


7n—  1 

P{w,  z)dz 


g  (2)  G«,  {w ,  z) 

Sollte  g{z)  nicht  vom  0-ten   Grade  sein,  so  sei 

q{z)  =  z  —<x 

ein  Faktor  von  g{z).  Dann  wird 

0  =  Q  {lü ,  oi)  G  {w ,  (k)  -\-  P  {tu ,  <x) . 

Hier  kann   P{w,(\)   nicht    =  0,   da   P{w,z)  sonst   durch   q{z)   teil- 
bar wäre.  Verschwindet  nun  G{tv,(x)  A-mal,  wenn  w  =  b,  so  muß 
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P{tv,oc)  diese  Wurzel  auch  mindestens  A-mal  zulassen.  Dies  führt 
aber  zu  einem  Widerspruch.  Setzt  man  nämlich 

G{iü,  z)  =  Ao{z)w-'  +  .4i(0)«;'"-i  +  •  •  •  +  Ä,,{z)  =  0, 

und  betrachtet  man  zuerst  den  Fall  Aq{oc)  =}=  0,  so  erkennt  man, 
daß  P{w,(x)  für  alle  m  W^urzeln  von  G{w,oc)  verschwinden  muß, 
was  offenbar  nicht  angeht. 

Ist  dagegen  et  =  a^,  also  ^o(a)  =  0,  so  ergibt  (8),  da  P{iv,z) 
vom    Grade   ^  wi  —  1    in  iv  ist,   daß 

und  da   das   Integral   endlich   bleibt,   so  muß 

1^'^  +  1-1+  V,  also  ^  2. 

Das  heißt  aber,  daß  P{w,(\)  höchstens  vom  Grade  w  — 2  sein 
kann.  Darum  kann  P{w,ci)  unmöglich  die  m  —  1  Wurzeln  von 
G{w,(x)   zulassen. 

Hiermit  ist  nunmehr  bewiesen  worden,  daß  g{z)  vom  0-ten 
Grade  ist.  Das  Integral  (9)  hat  somit  die  Form 

/rn  —  1 
P{^^  ^)dz 

Wegen  der  Kelation 

Gy,  diu  -}-  Gz  dz  —  0 
geht   (10)  in 

/7)l—  1 
-P(w,  z)dw 
G,{w,z) 
über. 

Wir  dürfen  ferner  annehmen,  daß  jeder  Schnittpunkt  {ßi,  oo), 
l  =  \,  .  .  .,  m,  der  Kurve  C  mit  der  unendlich  fernen  Geraden 
«  =  oo  einfach  sei,  sowie  daß  alle  ßi  endlich  sind.  Dann  läßt 
sich  C  in  der  Nähe  eines  Punktes  {ßi,  oo)  in  der  Form  dar- 
stellen: 

(12)  w^ßi  +  tojiii),  (0^(0)4=0;  2  =  ^1. 

Demgemäß    wird    in    der    Nähe    von    {ßi,  oo) 

'G,{w,z)  =  i-''  +  ~  +  'S{t),  <^(0)  +  0,  O^A. 

Setzt    man    nun 

m-l 

P{w,  z)  =  C^{w)z"  +  Ci(w;)2^-i+  . . .  +  C,{w),         C^{w)  ^  0, 
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SO  erkennt  man,  daß  notwendig  g  ^  ?i  —  2.  Denn  sonst  müßte 
Co{w)  in  jedem  der  m  getrennten  Punkte  ßi  verschwinden,  wäh- 
rend Co{w)  doch  höchstens  bis  zum  Grade  m  — 1  ansteigt. 
Hiermit  erweist  sich  P  {w,  z)  höchstens  als  vom  Grade  n  —  2 
in  z.  Läßt  man  ferner  noch  w  und  z  ihre  Kollen  wechsehi,  so 
erkennt  man,  daß  P  {w,  z)  andererseits  höchstens  vom  Grade 
m  —  2    in   w    ist.    Hiermit    ist    der    Satz    bewiesen. 

Bemerkung.  Hat  die  Grundkurve  in  der  Ebene  der  Funk- 
tionentheorie nur  gewöhnliche  Doppelpunkte  ohne  vertikale  Tan- 
genten, so  wird  das  Geschlecht  p  durch  die  Formel  (10),  §  8, 
gegeben : 

f  —  {m  —  \)  [n  —  1)  —  d. 

Die  Anzahl  der  Koeffizienten  in  Q{io,  z),  Formel  (6),  ist  ja 
(w  —  1)  (n  —  1),  und  die  Doppelpunkte  kommen  für  d  lineare  Be- 
dingungen zwischen  denselben  auf.  So  stimmt  denn  die  Kon- 
stantenabzählung mit  der  bekannten  Anzahl,  p,  der  linear  unab- 
hängigen überall  endlichen    Integrale  überein. 


Fünftes  Kapitel. 
Das  Existenztheorem.  Die  Integrale  und  die  Primfunktion. 


§  1.  Das  Existenztheorem. 

Sei  F  eine  beliebige  über  der  erweiterten  5:- Ebene  ausge- 
breitete algebraische  Eiemannsche  Fläche  vom  Geschlechte  p  ^  2 
und  sei  0:^  =  0  eine  endliche  Stelle  derselben,  die  nur  kein  Ver- 
zweigungspunkt ist.  Um  0  lege  man  einen  Kreis 

K:  \z\  =  R, 

welcher    weder    im    Innern    noch    am    Rande    einen    Verzweigungs- 
punkt enthält.   Sei 

F{z)  =^ü  +  Vi 

eine   Funktion    der   komplexen    Größe   2,    welche   in    den    Punkten 
von    K    analytisch    ist;    d.  h.    es    gibt 
einen   im    bewußten   Blatte   von  F  be- 
legenen  Streifen 

2":  R  —  e^  <  \z\  <  R  +  E2, 

worin  sowohl  ü  als  auch  die  damit 
konjugierte  Funktion  V  harmonisch^) 
sind. 

Die  Bedingung  kann  durch  V 
allein,  wie  folgt,  ausgedrückt  werden: 
U  soll  im  genannten  Streifen  ein- 
deutig  und   harmonisch   sein,  und  außerdem  soll 


Fig.  31. 


/ 


du 

dn 


ds  =  0. 


Dann   wird   das   Integral,   über   eine   beliebige   geschlossene    Kurve 
des  Streifens  hin  erstreckt,  auch  verschwinden. 


1)  Es    sei    an    die    Definition    (Bd.  I,    l;j.  Kap.,    §  3)    erinnert,    wonach 
U ,  V  vor  allem  eindeutig  in  Z"  sein  sollen. 
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Existenzsatz. 1)  Es  gibt  ein  logarithmisclies  Potential  u,  icel- 
ches  außerhalb  K  eindeutig,  stetig,  und  in  den  gewöJmliclieii  Punkten 
von  F  harmonisch,  und  fernerhin  so  beschaffen  ist,  daß 

u-U 

aus  dem  Streifen  S  über  das  ganze  Innere  von  K  harmonisch  fort- 
gesetzt werden  kann. 
Sei 

C:  \z\=^Q<R 

ein  Kreis  des  Streifens  U,  und  sei  Q  die  Fläche,  welche  durch 
Forthebung  des  Inneren  von  C  aus  F  entsteht.  Für  ü  läßt  sich 
die  Kandwertaufgabe  lösen;  Bd.  I,  Kap.  14,  §  4  und  §  11.  Wir 
stellen  nun  folgende  Annäherungsfunktionen  auf,  und  zwar  werden 
die  mit   geradem  Index   behafteten, 

Uq,  Uo,  Ui  .  .  .   im    Kreise 
^:  "  \z\^R, 

diejenigen  mit  ungeradem  Index, 

Ui,  u-s,  u^  .  .  .   in  Q 
definiert.   Allgemein  sei 

(1)  U2n  =  X2n+U,  W  =  0,1,2,..., 

wo  Xin  i"  ^  harmonisch  ist  m:id  durch  sogleich  zu  erklärende 
Kandwerte  bestimmt  wird.  Die  erste  Funktion,  /(,,  soll  der  Rand- 
bedingung 

(2)  ^oL  =  0, 
genügen,   d.  h.    es   soll 

(3)  XoK=--U\^. 

Hiermit    ist  Wq   völlig  festgelegt  worden. 

Wir  schreiten  nun  zu  u^.  Diese  Funktion  wird  ja  in  Q  defi- 
niert,  und    zwar    als    Lösung    der    Randwertaufgabe 

(4)  «ilc  =  '"olc- 


1)  Naumann.  Abelsche  Integrale,  2.  Aufl.,  1884,  Kap.  18.  Das  al- 
ternierende Verfahren  wurde  auch  von  Schwarz  benützt.  Viertel  jähr  schrift 
der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich,  15  (isTO)  S.  272  =  Werke  2,  S.  U-i. 
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Damit   ist   das   alternierende  Verfahren   schon   eingeleitet,   und 
zwar  wird  allgemein  verlangt,  daß 

(Oi)  Uzn    K        =  '"^2n-l  ijf,  n  =  l,2,... 

{02)  '^2  n  +  l    c  ^^^  '^■2n  \q  y  fl  =  1  ,  ^  ,   .  .  . 

wobei  die  Fmiktionen  W2n+i  in  ^  stetig  und  bis  auf  die  Yerzwei- 
gungspunkte  harmonisch  sind. 

Der  Konvergenzbeweis.   Setzen  wir 

[    Mo«         =  Uq  +    (Uo  —  Mo)  +    •   •   •  +    (Uon        —  ^2n-2)> 
[    Wan  +  l  =  %  +    (W3  —  %)  +    •   •   •  +    (W2„  +  i  —  Ihn-l), 

SO  handelt  es  sich  vor  allem  um  die  Konvergenz  der  Eeihen 

u  +  xo+ix2-  xo)  +  (;f4  -  Z2)  +  •  •  • 


(7) 

Ui  +    (M3   —  Ml)   +    (M5   —  Mg)   + 

Sei  G  die  Schwankung  (§  2)  von  '/2  —  Xo  längs  Ii;  in  Zeichen 
D{x2-Xo)\^^G. 

Wir   ziehen   nun    den   Hilfssatz   von    §  2   heran   und    schließen   zu- 
nächst, daß 

D{X2-Xo)[c^qG,  0<g<l. 

Wegen  (og)  ist 
also 

Wir  könnten  jetzt  eine  dem  Hilfssatze  von  §  2  entsprechende 
Abschätzung  der  Funktion  u^  —  Mj  längs  K  entwickeln,  doch  ist 
das  hier  nicht  nötig,  wir  gebrauchen  bloß  den  Satz  vom  Maxi- 
mum und  Minimum  (Bd.  I,  Kap.  13,  §  3,  3.  Satz,  S.  652,  sowie 
S.  765,  Ende),  wonach  nun 

wird. 

Jetzt  ist  die  Eeihe  der  Schwankungsabschätzungen  schon  ein- 
geleitet, und  wir  haben 

(8)    D{x2n-X2n-2)'^^q''-'G,       D(M,„^i-M2„_x)l^^g"G. 
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Von  hier  aus  erhält  man  Abschätzungen  der  absoluten  Be- 
träge der  Glieder  der  Eeihen  (6),  wie  folgt.  Wir  wollen  zeigen, 
daß 

fiXin  —  X2n-2)  ds  =  0  ,  f{U2n+l  —  ^an-i)  ds  =  0 

K  C 

ist,  woraus  sich  denn  ergibt,  daß  der  Integrand  den  Wert  0  in 
einem  Punkte  des  betreffenden  Kreises  annehmen  muß,  und  da- 
rum ist  durchweg 

!  Z2n  —  X2n-2  \^  ^  D  {/on         ^28-2)    ^j 
I  U2n  +  l  —Uon-l  \^  ^  D{Uor,+i  —  W2„-i)  |^, 

also  vermöge  (8) 

(9)  \X2n~X2n-2\^^q''-''G,  1  ^2  «  +  1  "  «o  „ -i  j^  ^  ^"G. 

Von  hier  ab  verläuft  der  Konvergenzbeweis  gerade  so,  wie  bei 
den  früheren  Anwendungen  des  alternierenden  Verfahrens,  Bd.  I, 
Kap.  14,  §  3  und  §  11,  S.  767,  womit  denn  der  Existenzsatz  be- 
gründet wird.  Wenden  wir  uns  jetzt  den  Einzelheiten  zu! 

Das  Integral    1  -^'^^^^^^ds.  Verhält   sich  u   in    einem    schlich- 
c 
ten    Bereiche    S    harmonisch    und    sind    auch    die    partiellen    Ab- 
leitungen   erster    Ordnung    am    Bande    stetig,    so    ist    nach    Bd.  I, 
Kap.  13,   §  3 

fpds  =  0. 
J   dn    ■ 
c 

Der  Satz  gilt  auch  für  einen  beliebigen  Bereich  der  Klasse  a), 
§  9,  sofern  der  Rand  im  Endlichen  liegt,  also  insbesondere  für 
unseren  Bereich  Q.  Denn  Q  läßt  sich  ja  in  eine  endliche  Anzahl 
von  Windungsflächen  und  schlichten  Bereichen  zerlegen,  für  deren 
jedes  der  entsprechende  Satz  gilt.  Hiermit  ist  denn  insbesondere 
die   Gleichung  begründet, 

2« 

(10)  J^^d,p  =  ü, 


r  =  Q 


Die    Integrale     fUds,    f'Uds,    fu„ds,    fu„ds.     Wir    wollen 


c  K 

zunächst   die   Sätze   beweisen; 
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In  271 


(11)  /^''if^9^=r^'  c'^'f' 

0  0 

in.  in 

(12)  fu2n+i  \^  dcp  =fu^n+i  c  dcp; 

0  0 

2/r  2n 

(13)  fuo_n  1^  dr^  ^^/l/sn  \c  dcp  . 


0  0 

Indem  wir  von  der  Darstellung  der  im  Bereiche  Z  betrach- 
teten zu  ü  konjugierten  Funktion  V,  Bd.  I,  Kap.  13,   §  3,  5.  Satz, 

(X,  y) 

V  =  —   /  -5—  ds  +  const. 

(o,  b) 

ausgehen,  erkennen  ^\  ir  vor  allem,  daß 

2.-r 

TT 

0 


(U)  /|fd,= 

0 

ist,  wobei  im  Integranden  r  festgehalten  wird: 
R  —  Si  <  r  <  R  -\-  Eo. 

Jetzt  zieht  man,  gerade  wir  beim  B  och  ersehen  Beweise  des 
Mittelwertsatzes,  Bd.  I,  Kap.  13,   §  3,  das  iterierte  Integral  heran: 

2n  R  R  2n 

(15)  ß'pfTr  ^'  ^S'^'/tV  ^^' 

0  o  o  0 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  verschwindet  wegen  (14),  und 
die  linke  Seite  ist  ja  geradezu  gleich  der  Differenz  der  beiden 
Integrale  (11). 

Zum  Beweise  der  Relation  (12)   geht    man   von  der  der    Glei- 
chung (15)   entsprechenden  Beziehung 

2n  R  R  2n 

0  o  o  0 

aus  und  zieht  dann  die  der  Gleichung  (14)  analoge  Beziehung 
(10)  heran.  Von  hier  ab  gestaltet  sich  der  Beweis  gerade  so,  wie 
im  vorhergehenden  Falle. 
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Endlich  erhält  man  (13),  indem  man  aus  (1)  die  Formeln  her- 
leitet 

2«  2  71  2.-r 


0  0  b 

2n  2ä  27t 

fu2n  \c  (^^  =J  X2n    ^   d(p  -\-J  ü    ^  d(p  , 


und  bedenkt,  daß  neben  (11)  noch 

27t  2-1 

J  X2n  \(jd(p=J  X2n  \^dcp 

6  6 

ist,   da  Xin  iiii  Bereiche   |^|  <  7?  +  £2  harmonisch  ist. 
Wir  beweisen  jetzt  allgemein,  daß 

2  71  2  71 

(16)  J\\^d(p  =  0,  J''u,\^dcp  =  0,         n  =  0,l,2,... 

b  0 

Für  n  =  0  ergibt  sich  die  erste  dieser  Gleichungen  direkt  aus 
(2),  und  daraus  schließt  man  noch  auf  die  zweite  vermöge  (13). 
Hiermit  ist  nun  die  Methode  der  vollständigen  Induktion  bereits 
eingeleitet,  und  es  bleibt  nur  noch  übrig  zu  zeigen,  wenn  die  Glei- 
chungen (16)  für  n  =  0,1,  .  .  .,  m  gelten,  daß  sie  dann  auch  für 
n  =  m  -{-  1  statthaben.  Nun  hat  aber  stets  eines  der  Integrale 
(16)  denselben  Wert  für  n  =  ?/i  +  1  als  für  n  =  m,  also  den 
Wert  0;  und  beide  Integrale  sind  ja  nach  (12)  resp.  (13)  einander 
gleich.  Hiermit  ist   denn   der  Beweis   fertig. 

Eriveiterung  des  Satzes.  Allgemeiner  kann  an  Stelle  des  Kreises 
Ä  die  Umgebung  eines  Verzw^eigungspunktes,  sowie  des  Punktes 
z  =  00,  treten.  Der  Beweis  wird  mit  denselben  Mitteln  durch- 
geführt. Oder  man  kann  die  vorgelegte  Fläche  vermöge  der  Trans- 
formation 

2  —  a  =  i"*  resp.  2=<-'" 

auf  eine  zweite,  und  zwar  im  großen,  abbilden,  derart  daß  die 
Umgebung  des  bewußten  Verzweigungspunktes  auf  einen  schlichten 
endlichen  Bereich  bezogen  wird. 

Übertragung  des  Satzes  nebst  Beweise  auf  andere  Formen  der 
Riemannschen  Mannigfaltigkeit.  Wir  haben  eine  mehrfach  über- 
deckte Fläche  F  der  erweiterten  Zahlenebene  als  definierendes  Ele- 
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ment  für  eine  Klasse  algebraischer  Funktionen  nebst  den  zuge- 
hörigen Abelschen  Integralen  zugrunde  gelegt.  Es  gibt  aber  an- 
dere Formen  dieses  Substrats,  welche  ebenso  brauchbar  sind  und 
spezifische  Vorteile  bieten.  Die  frei  im  Eaume  gelegenen  Eing- 
flächen  ohne  jegliche  singulare  Punkte,  sowie  der  Fundamental- 
bereich einer  mit  einer  endlichen  Anzahl  erzeugender  Transforma- 
tionen ausgestatteten  automorphen  Gruppe  stehen  hier  an  der 
Spitze.  Das  vorstehende  Existenztheorem  nebst  Beweise  läßt  sich 
ohne  wesentliche  Modifikationen  auf  all  diese  Fälle  übertragen. 

§  2.  Ein  Hilfssatz. 

Sei  u  eine  Funktion,  welche  innerhalb  eines  Kreises  C  vom 
Radius  q  um  den  Anfang  harmonisch  und  endlich  ist,  und  seien 
G,  K  resp.  die  obere  und  die  untere  Grenze  von  u  in  C.  Dann  er- 
kennt man  sofort,  daß  es  mindestens  einen  Punkt  Ag  am  Rande 
von  C  gibt,  in  dessen  Umgebung  u  dem  Werte  G  beliebig  nahe 
kommt,  und  ebenso  einen  zweiten  Punkt,  A^,  in  dessen  Um- 
gebung u  dem  Werte  K  beliebig  nahe 
kommt. 

Unter  der  Schwankung  von  u  am 
Rande  des  Kreises  versteht  man  die 
Differenz 


Du 


G-K 


Sei  r  ein  konzentrischer  Kreis  vom 
Radius    q'  <  q.    Dami    gilt  der 

Hilfssatz.  Es  gibt  eine  konstante 
Zahl  q,  derart  daß  Fig.  32. 

(1)  Du\^^qDu\^,  0<g<l. 

Dabei  hängt  q  bei  vorgegebenem  C  wohl  von  der  Wahl  von  F,  nicht 
aber  von  der  besonderen  Funktion  u  ab. 

Vor  allem  ist  klar,  daß  im  Innern  von  C  die  Beziehung 

K  <u<G 

durchweg    gilt,    sofern    man    vom    trivialen    Falle    K  =  G    absieht. 
Im   übrigen   kann   man   vermöge   einer   geeigneten    Transformation 

{u\au  -l-  b) 
erreichen,  daß 

K  =  0,  G  =  1 ,  also  0  <  w  <  1 
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wird,  und  man  erkennt  sofort,  daß  q  sich  dieser  Transformation 
gegenüber  invariant  verhält.  Wir  wollen  uns  hinfort  mit  den  also 
normierten  Funktionen  beschäftigen.  An  Stelle  von  (1)  tritt  jetzt 
die  Beziehung 

(2)  Dwl^.^g,  0<q<l. 

Wäre  der  Satz  nun  falsch,  so  müßte  es  eine  Folge  von  Zah- 
len   q„    nebst    einer  Folge    von   Funktionen    w„  geben,   derart   daß 

qn<qn+i,  limg„  =  l, 

«  =  00 

Du„  j^,  ^  g„ 
wird.   Da   nun 

0  <  M„  <  1  , 

so  kann  man  nach  dem  Satze  von  Bd.  I,  Kap.  13,  §  6  eine  Folge 
Ujc  aus  den  Funktionen  u„  ausschalten,  welche  gegen  eine  im 
Kreise  C  harmonische  Funktion  U  konvergiert,  und  zwar  findet 
längs  r  gleichmäßige  Konvergenz  statt, 

(3)  U  -  £  <U„<U  +  E,  m  ^  k. 

Bezeichnet  Juan  mit  93?/,  m/  den  größten  resp.  den  kleinsten 
Wert  einer  stetigen  Funktion  auf  F,  so  schließt  man  leicht  aus 
(3),  daß 

mC7-  £  <  mü,„  mU,,  <  931 C7+  e, 

also 

mUj,-  mC7,  <mü  -  mU+  2e, 
oder 

(4)  Dt7,l^,<H  +  2£,  /.  =  1,2,3,..., 

wo  DlJ\j=  H  gesetzt  ist.  Nun  kann  H  aber  nicht  <  1  sein, 
sonst  könnte  man  £  ja  so  annehmen,  daß  auch  H  +  2«  <  1  wäre. 
Alsdann  wähle  man  k  so,  daß  die  zugehörige  Zahl  5,^  >  H  +  2« 
wird,  und  es  ergibt  sich  somit,   daß 

DC7,  ,.^  q,^>H  +  2e 

wird,   was  gegen   (4)  verstößt. 

Ist  aber  andererseits  H  =  1 ,  so  muß  U  wegen  der  Be- 
ziehungen 
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sowohl  den  Wert  0  als  auch  den  Wert  1  auf  F  annehmen. 
Darum  müßte  JJ  einmal  durchweg  =  0  im  ganzen  Kreise  C  sein, 
sodami  aber  müßte  TJ  durchweg  =  1  in  C  sein.  Aus  diesem  Wi- 
derspruch ergibt  sich  der  Beweis  des  Satzes. 

An  Stelle  des  Kreises  C  kann  offenbar  die  Umgebung  eines 
endlichen  oder  unendlichen  Windungspunktes  endlicher  Ordnung 
treten. 

§  3.  Aufstellung  der  Integrale  z-w^eiter  und  dritter  Gattung. 

Integrale  dritter  Gattung.  An  das  Existenztheorem  von  §  1 
anknüpfend,  stellen  wir  zunächst  ein  Integral  dritter  Gattung  auf. 
Seien  a,  h  zwei  innere  Punkte  von  £.  Alsdann  werde  ^  längs  der 
Strecke   {a,  h)   aufgeschnitten  und 

F{z)=U+ Vi  =  \og'^^ 

gesetzt,  wobei  ein  Zweig  der  mehrdeutigen  Funktion  hiermit  ge- 
meint ist.  Dann  liefert  das  logarithmische  Potential  u  des  Existenz- 
theorems den  reellen  Teil  eines  Integrals  dritter   Gattung, 

Pabi^)  =U+   vi, 

wobei 

Pabi^)-       \og{z-a)  +  ^i{z), 

=  -log{z~h)  +  '^{z), 

und  31(2),  35(2)  sich  im  Punkte  z  =  a  resp.  b  analytisch  verhalten. 
Denn  die  Ableitung  dieser  Funktion,  dPjdz,  ist  offenbar  eindeutig 
auf  F  und  weist  dort  keine  höheren  Singularitäten  als  nur  Pole 
auf. 

Seien  jetzt  i,  rj  zwei  beliebige  Stellen  der  vorgelegten  Fläche 
F,  inkl.  der  Yerzweigungspunkte  und  der  Punkte  2=00.  Ver- 
bindet man  dieselben  durch  eine  Kurve  L,  so  kann  man  eine  end- 
liche Anzahl  von  Punkten  auf  L  annehmen,  üq  =  ^ ,  a^,  .  .  ., 
a„  =  rj,  derart  daß  je  zwei  sukzessive  Punkte  a^,  a^+i  in  einem 
Bereiche  ^  liegen;  vgl.  die  Erweiterung  des  Existenztheorems  am 
Ende  von  §  1.  Dann  weist  die  Summe 
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in  den  Punkten  a^,  k  ^  1,  .  .  .,  n  —  1 ,  nur  hebbare  Singularitäten 
auf  und  definiert  somit  ein  Integral  dritter  Gattung,  Pc^{z), 
dessen  singulare  Punkte  in  z  =  ^,  rj  liegen : 

P^,M)=    \og{z-i)-\-'ä{z), 

=  -\og{z-rj)  +  'i8{z). 

Ist  aber  |  ein  endlicher  Verzweigungspunkt  (m  —  l)-ter  Ordnung, 
so  wird 

P.,{z)  =  ^hg{z-i)+^{z), 

wobei  91(2)  stetig  in  z  =  ^  und  sonst  analytisch  in  der  Nähe 
dieses  Punktes  ist.  Sollte  ferner  |  =  00  sein,  so  tritt  I/2;  an  Stelle 
von  z  —  ^. 

Endlich  gelten  entsprechende  Erklärungen  bezüglich  des 
Punktes  z  —  r]. 

Integrale  zweiter  Gattung.  Noch  einfacher  ist  die  Aufstellung 
der  Integrale  zweiter  Gattung.  Sei  ^  =  |  ein  innerer  Punkt  von 
^,  und  man  setze 

F{z)  =  V^Vi  =  ^,- 


Dann  hefert  das  logarithmische  Potential  u  des  Existenztheorems 
den  reellen  Teil  eines  Integrals  zweiter   Gattung 


Z.{z)  =  ^^  +  %{z) 


Vermöge  der  Erweiterung  des  Existenztheorems,  §  1,  Ende, 
darf  ^  auch  ein  endlicher  Verzweigungspunkt  sein.  Dann  wird 
man 

F{z)  =  V  +Vi  =  ^— j 

setzen.   Demgemäß  erhält  man  das  Integral 

Im  übrigen  darf  |  =  od  sein.  Dann  tritt  Ijz  an  Stelle  von 
z  —  I  in  den  vorstehenden  Formeln: 

Z^{z)  =  z-\-% [z]  resp.  2*"  +  51  (c*")  . 

Pole  höherer  Ordnung.  Mit  denselben  Mitteln  beweist  man  die 
Existenz  von  Integralen  mit  einem  Pole  behebiger  Ordnung,  n, 
in   einem  willkürlichen  Punkt  der  Fläche: 


§  4.  Die  2p  überall  endlichen  Potentiale  389 

Z2^)(^)  =  2«  +  9{(0)  resp.  =5'»+9tG'"). 

§  4.  Die  2  p  überall  endliclien  Potentiale. 

Auf  der  Fläche  F  ziehe  man  einen  Eückkehrschnitt  L  und 
schneide  man  F  längs  derselben  auf.  Dann  gibt  es  ein  logarith- 
misches Potential  u,  welches  in  der  aufgeschnittenen  Fläche  F' 
eindeutig  und  stetig  und,  von  den  Yerzweigungspunkten  abge- 
sehen, harmonisch  ist,  sich  über  L  hinaus,  und  zwar  von  beiden 
Seiten  her,  harmonisch  fortsetzen  läßt,  und  endlich  in  jedem 
Punkte  von  L  einen  Sprung  erleidet: 

u  :^,  =  «  ^_  + 1 . 

Zum  Beweise  lege  man  L  einen  positiven  Sinn  bei  und  be- 
zeichne man  das  linke  Ufer  als  das  positive,  das  rechte  als  das 
negative.  Seien  a,b,  zwei  Punkte  von  L,  welche  bei  der  Be- 
schreibmig  von  L  im  positiven  Sinn  in  der  genannten  Anordnung 
sukzessive  angetroffen  werden.  Dann  hat  die  Funktion 

nur  hebbare  Singularitäten  in  den  Punkten  a,b,  und  ein  im 
Bereiche  F'  betrachteter  Zweig  des  imaginären  Teils  dieser  Funk- 
tion liefert  das  in  Aussicht  genommene  Potential  v. 

Beweis  im  Reellen.  Der  Beweis  des  vorstehenden  Existenz- 
satzes braucht  allerdings  nicht  durch  das  komplexe  Gebiet  der 
Abelschen  Integrale  zu  führen.  Läßt  man  nämlich  in  §  3  Vßjt 
an  Stelle  von  U  treten  mid  wendet  man  das  Existenztheorem  von 
§  1  unter  Benützung  dieser  Fmiktion  an,  so  ergibt  sich  eine 
Funktion  u^b,  welche  in  der  längs  der  Strecke  (a,  h)  aufgeschnit- 
tenen Fläche  eindeutig  und  stetig  und  von  den  Yerzweigungs- 
punkten abgesehen  harmonisch  ist,  und  sich  in  der  Nähe  von 
a  =  [dl,  ttz),    &  =  (6i ,  bg)  durch  die   Gleichung 

=  —  T—  arc  tan f  +  coo  [x,  y) 

dargestellt  wird,  wobei  Wj,  Wg  sich  im  Punkte  a  resp.  h  harmo- 
nisch  verhält.   Von    hier  aus    gelangt   man,   gerade   so   wie   vorhin 

Osgood,  Funktionentheorie  IT,  2  2G 


390       11,  5.  Das  Existenztheoreni.  Die  Integrale  imd  die  Primfimktion 


unter   Benützung   der   Integrale   dritter    Gattung,   zu   dem   in   Aus- 
sicht genommenen  überall   endlichen  Potential. 

Die  Normal'potentiale  erster  Gattung.  Läßt  man  den  obigen 
Eückkehrschnitt  L  der  Eeihe  nach  mit  den  Eückkehr-  und 
Querschnitten  Aj,,  B,.  einer  kanonischen  Zerschneidung,  Kap.  4, 
§  13,  zusammenfallen,  so  ergeben  die  zugehörigen  Potentiale  u^., 
Up+i,  ein  System  von  überall  endlichen  Potentialen,  welches  eine 
Basis  bildet,  indem  ein  beliebiges  überall  endliches  Potential  u  sich 
linear  durch  diese  ausdrücken  läßt: 


A, 

A^      . 

A.p 

ßl 

B^      . 

.      .     Bp 

Wi 

1 

0 

.      .      0 

0 

0 

.      .     0 

1*2 

0 

1 

.      .      0 

0 

0 

.      .      0 

U, 

0 

0 

.    .    1 

0 

0       . 

.      .     0 

Up^l 

0 

ü 

.      .      0 

1 

0 

.      .     0 

Uj>  +  2 

0 

0 

.      .      0 

0 

1 

.      .      0 

Uip 

0 

0 

.      .      0 

0 

0 

.    .    1 

In  der  Tat  mögen  die  Periodizitätsmoduln  von  u  mit  «j^, 
fc  =  1 ,  2,  .  .  .,  2p  bezeichnet  werden.  Bildet  man  nun  die  Funk- 
tion 

so  ist  das  ein  eindeutiges  Potential  ohne  jegliche  singulare  Punkte 
auf  F.  Eine  solche  Funktion  ist  aber  eine  Konstante,  wie  sich  aus 
den  Relationen  a),  b),  Kap.  4,  §  14  sofort  ergibt,  indenl  man  aus 
u  das  überall  endliche  Integral  w  =^  u  -\-  vi  bildet. 

Die  2p  Funktionen  %,  .  .  .,  Wgj»  sind  linear  unabhängig,  denn 
eine  lineare  Funktion   derselben 

^1^1  ~r  '  '  '  ~r  f2j,  U2p, 
weist  am  Querschnitt  A^,  B^.  den  Periodizitätsmodul  q.  resp. 
Cp+k  auf.  Demgemäß  kann  sich  dieselbe  nur  dann  auf  eine 
Konstante  reduzieren,  wenn  sämtliche  Koeffizienten  verschwinden. 
Daraus  geht  ferner  hervor,  daß  keine  geringere  Anzahl  über- 
all   endlicher    Potentiale    öj,  .  .  .,  »„,    q  <  '2p,    eine    Basis     bilden 
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kann.    Sonst    werde    das  Periodenschema  derselben,  wie  folgt,   be- 
zeichnet : 

A,       .      .      .      Ä,  \  B,  ...      B, 


u,     a 


'■},  jj+i 


«j,  2p 


j  =^  1 ,  .  .  .,  q.    Jetzt   bilden  wir  ein  überall   endliches  Potential 

u  =  «ji/^  +  •  •  •  +  C<-op  u^p 

mit  völlig  willkürlichen  Periodizitätsmoduln  «j,  .  .  .,«2j>-  I^^r  Vor- 
aussetzung nach  kann  man  q  Koeffizienten  Cj  so  bestimmen,   daß 


CiU^  + 


+   CgUa  +    C. 


Demgemäß    müssen,    den    2p    Querschnitten    ^t,  B;^    entsprechend, 
folgende  2p   Gleichungen  bestehen: 

A=l,2,...,2p. 


«/.  =  <^i«i/-r 


I      Cq  OCg  ■,_ , 


Das  geht  aber  nicht  an,  demi  eine  notwendige  Bedingung  für  eine 
Lösung  derselben  besteht  ja  darin,  daß  jede  (g  +  l)-reihige  De- 
terminante aus  der  Matrix 


'■Ql 


verschwinde.  Da  die  Elemente  der  ersten  Kolonne  willkürliche 
Größen  sind,  so  muß  auch  jede  g-reihige  Determinante  aus  der 
durch  Streichen  jener  Koloime  entstehenden  Matrix  verschwinden. 
Infolgedessen  lassen  die  2p  Gleichungen 

(1)  y,a,,  +  .  .  .  +  y^a,,  =  0,  A  =  1 ,  .  .  .,  2p, 

eine  von  der  identischen  verschiedene  Lösung  zu.  Bildet  man  jetzt 
das  aus  derartigen  y- Werten  zusammengesetzte  Potential 


ri«i 


+  Ya'Uq, 


SO  geht  aus  (1)  hervor,  daß  dasselbe  eindeutig  auf  F  ist  und  sich 
somit  auf  eine  Konstante  reduziert.  Darnach  wären  die  üi  nicht 
linear  unabhängig.  ^Yir  dürfen  aber  von  vornherein  die  lineare 
Unabhängigkeit  der  üi  voraussetzen.  Hiermit  sind  wir  denn  zum 
Schluß  gedrängt  worden,  daß  g  =  1,  und  nun  muß  jeder  Perio- 
dizitätsmodul   «ix  —  0,   d.h.  üi   wäre   eine   Konstante. 

26* 
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§  5.  Die  2^  Integrale  erster  Gattung. 

Aus  den  überall  endlichen  Potentialen,  §  4,  lassen  sieh  über- 
all endliche  Integrale  auf  mancherlei  Weise  zusammensetzen. 

Satz.  Es  gibt  genau  p  linear  unabhängige  überall  endliche  Inte- 
grale.^) 

Es  ist  bereits  bewiesen  worden,  daß  es  höchstens  p  solche 
Integrale  geben  kann,  Kap.  4,  §  15.  Andererseits  kommt  man  nicht 
mit  weniger  als  p  solchen  Integralen  aus.  Gesetzt,  es  gäbe  nur 
q  solche,  lo^,  .  .  .,  Wg.  Dann  würde  man  ein  beliebiges  Integral,  iv, 
in  der  Form  darstellen  können, 

CaW^  +  C. 


w 

= 

Ci^i  -f 

+  c, 

Sei 

IV 

=  w  + 

vi, 

c  = 

a  +  bi. 

Darnach 

ist 

u  = 

--a^u^- 

-  h^i 

+ 

«2^2  - 

-  b.,V2  +  • 

+  flgW,  —  bgVg+  a. 

Nun  ist  aber  u  ein  völlig  willkürliches,  überall  endliches  Po- 
tential, und  es  hat  sich  somit  ergeben,  daß  u  durch  die  Basis 
von  2g  <  2p  Funktionen  u^,  v^.,  h  =^  1 ,  .  .  .,  q  darstellbar  ist. 
Das  widerspricht  aber  dem  letzten  Satze  von  §  4,  und  hiermit  ist 
der  Beweis  geliefert. 

Von  hier  ab  gestaltet  sich  die  Herstellung  der  Normalintegrale 
gerade  so  wie  früher,  Kap.  4,  §  15. 

§  6.  Von  den  Funktionen  auf  dem  automorphen 
Fundamentalbereich. 

Vorgelegt  sei  eine  beliebige  über  der  2; -Ebene  ausgebreitete 
algebraische  Eiemannsche  Fläche  F  vom  Geschlechte  p  ^  2.  Auf 
F  werde  eine  kanonische  Zerschneidung  aus- 
geführt, wobei  die  Kurven  c^  fehlen;  also 
gehen  sämtliche  Kurven  Ak,  B^  durch  einen 
Punkt  von  F,  treffen  sich  aber  sonst  nir- 
gends.   Die   aufgeschnittene  Fläche  heiße  F'. 

1)  Präziser  ausgedrückt  Iioißt  der  Satz,  wie  folgt:  Es  gibt  stets  p 
linear  unabhängige  überall  endliche  Integrale,  vermöge  deren  jedes  überall 
endliclie  Integral  linear  und  ganz  ausgedrückt  werden  kann.  Dagegen  gilt 
dies  von  keinem  aus  weniger  als  /)  solchen  Integralen  bestehenden   Systeme. 
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Die  Variabele  z  werde  nun  durch  eine  automorphe  Funktion 
mit  Grenzkreis  uniformisiert,  und  zwar  durch  die  im  Bd.  I, 
Kap.  14,   §§  9—15    aufgestellte   Funktion 

(1)  z=cp{t). 

Dadurch  geht  F'  in  einen  Fundamental- 
bereich %  der  automorphen  Gruppe  über, 
welcher  nebst  Eand  im  Inneren  des 
Einheitskreises 


K: 


<1  =  1 


Fig.  34. 


liegt  und  dessen  Eand  aus  4^  Teilbogen 
besteht.  Wie  im  Falle  der  Parallelo- 
gramme der  doppelt  periodischen  Funktionen,  so  gestattet  %  auch 
hier  eine  willkürliche  nicht  -  euklidische  Verschiebung,  denn  die 
automorphe  Gruppe  enthält  keine  elliptischen  Transformationen, 
deren  Fixpunkte  zum  Teil  innerhalb  K  liegen,  sonst  müßten  die 
Kurven  A^,  B^.  durch  gewisse  feste  Punkte  von  F  gehen. 

Den  vier  Ufern  des  Paares  A^.,  Bjc  entsprechen  vier  aneinan- 
dergereihte Teilbogen  des  Eandes  von  f^,  w4e  in  der  Figur  ange- 
deutet ist.  Zum  Bereiche  %  werden 
von  den  Eandpunkten  etwa  diejenigen 
gezählt,  welche  zwei  aneinanderstoßen- 
den Eandbogen  zugehören,  und  zwar 
inkl.  des  gemeinsamen  Endpunktes, 
aber  exkl.  der  beiden  anderen  End- 
punkte. Hiermit  ist  die  Definition  des  Fundamentalbereiches  ^ 
fertig. 

Es  ist  klar,  daß  %  auf  mancherlei  Weise  abgeändert  werden 
darf,  den  verschiedenen  möglichen  Wahlen  des  kanonischen  Quer- 
schnittsystems entsprechend.  Solche  Modifikationen  von  ^  heißen 
erlaubte  Abänderungen. 

Die  eindeutigen  Funktionen  auf  F  und  die  absoluten  Invarianten 
der  automorphen  Gruppe.  Sei  iv  eine  Funktion  von  z,  welche  ein- 
deutig auf  F  ist  und  höchstens  Pole  dort  aufweist,  d.  h.  von  den 
Polen  abgesehen  stetig  und  mit  Ausnahme  der  Verzweigungs- 
punkte und  Pole  analytisch  ist.  Dann  geht  w  in  eine  Funktion 
von  t, 

w  =  y){t), 
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über,  welche  meromorph  im  Inneren  von  K  ist  und  sich  invariant 
gegenüber  den  Transformationen  der  automorphen  Gruppe  ver- 
hält: 

(2)  ^(?^)  =  V«'  «  =  1,2,... 

Umgekehrt  führt  jede  absolute  Invariante  der  automorphen 
Gruppe  zu  einer  eindeutigen  Funktion  auf  F. 

Es  sei  noch  einmal  hervorgehoben,  daß  die  Existenz  ein- 
deutiger zur  Fläche  F  gehöriger  Funktionen  bereits  durch  die  Ab- 
leitung des  Integrals  dritter  Ordnung,  dP/dz,  —  oder  auch  irgend 
eines  anderen   der  vorstehenden  Integrale  —  geliefert  wird. 

Die  Integrale  erster  Gattung.  Ein  Integral  erster  Gattung  auf 
F  geht  in  eine  Funktion  von  t  über,  welche  im  Innern  von  K 
ausnahmslos  analytisch  ist  und  beim  Überschreiten  des  Bandes 
von  ^  um  einen  Periodizitätsmodul  zunimmt. 

Auf  F  gilt  die  Beziehung,  Kap.  4,  §  15  —  wir  nehmen  jetzt 
die  frühere  Bezeichnung  Ua  für  die  Normalintegrale  erster  (rattung 
wieder  auf  — 

WaL+  =  «*«L-  +  -^^'  a  =  l,...,p; 

Sei 

t'  =  L,{t) 

die  Transformation  der  automorphen  Gruppe,  wodurch  der  Eand- 
bogen  ^~  in  den  Eandbogen  A'^  übergeht.  Dann  wird 

f  w«  [L„(0]  =  Ua{t)  +  711,  a  =  1 ,  .  .  .,  p; 

(3)  < 

l   Ua[Lß{t)]  =  U^{t),  CK  =^  ß, 

und  ebenso  wird 

(4)  u„[Lj,^,^{t)]  =  u^{t)  + a^ß,      oc,ß  =1,  .  .  .,y. 

Hierbei  wird  zwar  das  Funktionenzeichen  Wa(^),  Ua{t)  in 
zweierlei  Sinne  gebraucht.  Sofern  aber  keine  Verwechselung  zu  be- 
fürchten ist,  darf  das  wohl  so  hingehen. 

Transformation  des  Integranden.   Sei 

t 

(5)  nAt)=f^At)dt,  «  =  l,...,p. 

c 

Der  Integrand  Oa{i)  verhält  sich  analytisch  im  ganzen  Innern 
des    Einheitskreises    K  und  ist  eine   (relative,    also  keine  absolute) 
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Invariante    der   automorphen    Gruppe.    Differentiiert    man    nämlich 
die  Identitäten  (3),   (4),  so  kommt 


(6) 


iV,/3  =  1,  .  .  .,p. 


Obwohl  die   Integrale  gleiche  Werte  in  entsprechenden  Punk- 
ten von  F  und  %  haben, 

z  t 


gilt  dies  nicht  mehr  von  den  Integranden.  Vielmehr  ist  wegen  (1) 

"Wir  führen  noch  die   Schreibweise 

« 

( A)  u'J  =  u^  (s)  -  u,  (t)  =^  fd  w. 


ein  und  setzen  das  folgende  Periodenschema  her, 
wobei  w*'  als  eine  Funktion  von  s  angesehen 
wird : 


Fig.  36. 


^1  A, 


A^  !  B, 


B, 


u{' 

Tii  0       . 

.     .     0 

«11     • 

•     «ip 

< 

0     71%        . 

.     .     0 

«21      • 

•       «2p 

< 

0    0       . 

.     .     Tri 

«PI    •     • 

•     app 

Soll  dagegen  t  die  unabhängige  Variabele  und  .s  ein  Para- 
meter sein,  so  wird  ein  jeder  Periodizitätsmodul  durch  den  nega- 
tiven Wert  desselben  ersetzt. 

§  7.  Die  Integrale  zweiter  Gattung. 

Das  Normalintegral  zweiter  Gattung  mit  einem  Pole  erster 
Ordnung  geht  in  eine  eindeutige  Funktion  von  t  über,  welche 
einen  einzigen  Pol  in  %  hat  und  sich  im  ganzen  Innern  des  Ein- 
heitskreises K  meromorph  verhält.  Nun  war  aber 

1 


(1) 


^l(^)  = 


+  5t(^), 
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sofern    |   ein  endlicher   Punkt,    aber   kein   Verzweigiingspunkt    war. 
Bezeichnet  man  die  transformierte  Funktion  mit  Z^{t), 

(2)  Y^{z)^-ZAt), 

und   berücksichtigt  man  die  Beziehung,  vgl.   §  6,   (1), 

(3)  z-^^  {t  -  t)  (p' (r)  +  (i  -  t)2  S{t) ,  S{r)  ^  0 , 
so   erkennt  man,   daß 

W  2,«)  =  ^.77)^.  +  ««- 

Damit  wird  der  Gedanke  nahegelegt,  als  Normalintegral 
zweiter  Gattung  nicht  ZJt),  sondern  <p'{t)  Z^{t)  einzufüliren  und 
dieses  Integral  mit  Yj{t)  zu  bezeichnen^): 

(5)  YAt)  =  <P'{r)ZAt)  =  {tXly^i^)' 

Das  also  normierte  Integral  hat  den  Vorteil,  eine  Erweiterung 
der  soeben  besprochenen  Definition  zu  gestatten,  derart  daß  dem- 
selben in  einem  beliebigen  Punkte  von  ^  das  Eesiduum  1  zu- 
kommt : 

(G)  YAt)  =  ^irr  +  '^(^)^ 

In  den  gewöhnlichen  Punkten  von  F  geht  dies  schon  aus  (4) 
hervor.  War  |  dagegen  ein  endlicher  Verzweigungspunkt,  so  tritt 
an  Stelle  von  (3) 

(7)  z-^  =  ^|,  9)('")(t)  (<-  t)'«  -f  (<-  T^^  +  i  S{t),         S{r)  4=  0, 

und  an   Stelle  von   (1)   tritt   also 

(8)  i\^(^)  =  (r-z^.  +  '^(^)- 

Darnach  wird 
und 


(10) 


YAt)=y^-^ZAt). 


Li  den  Punkten  z  —oo  bestehen  analoge  F  ormeln. 


1)  Allerdings  brechen  wir  mit  der  früheren  Bezeichnnngsweise,  Y^{r) 
wäre  nicht  mehr  zu  verstehen.  Wir  müssen  uns  eben  der  Erklärung  eingedenk 
sein,  wonach  Y  auf  der  Fläche  g  durcli  Kap.  1  §  IS,  während  Y  auf  dem 
Fundamentalbereiche    5   diu-ch   die  gegenwärtige   Definition   festgelegt  wird. 
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EndgiUige  Normierung  der  Integrale  zweiter  Gattung.  Bisher 
bleibt  doch  noch  eine  unbestimmte  additive  Konstante  über,  und 
dieser  Umstand  ist  störend,  wenn  "wir  die  Abhängigkeit  des  Inte- 
grals vom  Punkte  |  resp.  t  betrachten  wollen.  Die  Lücke  wird  er- 
gänzt, indem  wir  einen  anderen  parametrischen  Punkt  einführen 
und   erklären: 

s 

(11)  iy=YAs)-YAt)  =  fdY^. 

Für  dieses    Integral  gelten  die  Beziehungen 

(y;'=    -^  +  ?((s) 

(12) 

Wir  werden  in  §  10  zeigen,  daß  Y*'  analytisch  von  den  drei 
Argumenten   (s,  t,  r)   abhängt. 

Ebenso  wird  ein  Normalintegral  definiert: 

(13)  Y,.(i)  =  (^  +  9t(f), 
sowie 

(14)  Y%  -  Y,., (s)  -  Y,,n  (t)  =  fd  Y,« . 

\ 

Im  Falle  m  =  1   kommt  die  Überschrift  m  bloß  in  Wegfall. 

Die  PeriodizitäUimoduln.  Die  Periodizitätsmoduln  an  den  A^.- 
Querschnitten  sollen  alle  verschwinden.  Die  übrigen  werden  durch 
Herumintegrieren  bestimmt,  vgl.  Kap.  4,  §  14,  und  zwar  jetzt  am 
besten  dadurch,  daß  man  alles  direkt  am  automorphen  Bereiche  ^ 
vornimmt.  Hieraus  ergibt  sich  folgendes  Periodenschema: 

Ai  .  .  .  Aj,  \  x>i  .  .  .  iSp 

(15)  Y^t)    i  0     ...  0 


Y,„.(f)  I  0     ...  0 


20,{t)  ...-20(t) 


-'  ^r-i)(r).  ••T-F^^r'HT) 


(w  — 1)!     1        ^^  (w  — 1) 


Dasselbe  Schema  gilt  auch  für  Y*'  bzw.  Y%,  als  Funktion 
von  s  allein  betrachtet.  Im  Falle  der  Funktion  Y*'  resp.  Y*,«, 
als  Funktion  von  t  allein  betrachtet,  müssen  die  Minus-  in  Plus- 
zeichen verwandelt  werden. 
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Im   Übrigen   sei  noch   bemerkt,   daß 

(16)  Y\',  ^  j^^Y^,' ,  /i^l,2,...,2p; 

t'  =  L^{t). 

Hiermit  tritt  zum  ersten  Male  mit  voller  Deutlichkeit  der  ein- 
schlägige Vorteil  hervor,  welchen  der  schlichte  Bereich  %  als  Sub- 
strat für  die  algebraischen  Funktionen  und  die  Abelschen  Inte- 
grale bietet.  Alle  Punkte  von  ^-  sind  eben  miteinander  gleichbe- 
rechtigt, sei  s  die  unabhängige  Yariabele,  sei  es  t,  sei  es  t,  seien 
es  alle  drei.  Auch  läßt  sich  das  Existenztheorem  von  §  1  nebst 
Beweise  direkt  auf  %  übertragen,  denn  beides  ist  in  der  Natur 
der  Sache  von  der  besonderen  Form  der  Riemannschen  Mannig- 
faltigkeit, als  Substrat  für  die  bewußte  Funktionenklasse  betrach- 
tet, völlig  unabhängig.  Und  ebenso  könnte  man  die  frei  im 
Räume  gelegene  Ringfläche  zugrunde  legen.  Unter  Voraussetzung 
der  Stetigkeit  der  früheren  Ableitungen  der  definierenden  Funk- 
tionen läßt  sich  zeigen^),  daß  die  Umgebung  einer  beliebigen 
Stelle  der  Fläche  ein-eindeutig  und  konform  auf  eine  ebene  Fläche 
abgebildet  werden  kann,  womit  denn  der  Übergang  zu  den  Ent- 
wickelungen  von   §  1    vermittelt   worden  ist. 

§  S.  Das  Integral  dritter  Gattung. 

Das  Normalintegral  dritter  Gattung,  n^^{z),  war  ja  nur  bis 
auf  eine  additive  Konstante  bestimmt.  Wenn  man  die  Abhängig- 
keit desselben,  nicht  bloß  von  z,  sondern  auch  von  |,  rj  betrach- 
tet, wird  diese  Unbestimmtheit  störend.  Darum  führen  wir  folgende 
Normierung  ein: 


(1)  ni^  =  n^,^{x)-n.,^{y)=J 


du  < 
Z 


Auf     den     automorphen     Fundamentalbereich     '5     übertragen, 
möge  dieses  Integral  mit 

(2)  m\ 


1)  Darboux,  Leqons  sur  la  theorie  qenerale  des  surfaces  ....  Bd.  IV, 
S.  367,  wo  über  Picards  Ausdehnimg  der  Methode  der  sukzessiven  An- 
näherimgen  auf  gewisse  partielle  Differentialgleichungen  berichtet  ist. 
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bezeichnet  werden.   Dasselbe   weist   folgendes   Verhalten   auf: 
ni\=       \og{s-a)  +  %[s) 

=       log(f-r)+9t(«) 
--log(s-T)  +  9((.s). 

Dabei  denken  wir  uns  g,  t  als  zwei  getrennte  feste  Punkte  von  %, 
während  das  Integral  bald  als  eine  Funktion  von  s  aufgefaßt 
wird,  wobei  t  die  Rolle  eines  Parameters  übernimmt,  bald  umge- 
kehrt. Unter  5t  verstehen  wir  eine  Funktion,  welche  sich  im  be- 
wußten  Punkte   analytisch  verhält. 

Wir  heben  noch  hervor,  daß,  der  früheren  Zwietracht  bei  der 
Erklärung  von  Y  gegenüber,  die  schönste  Eintracht  sich  doch 
hier  einstellt,    da   eben 

Vertauschharkeit  von  Parameter  und  Argument.  Der  analytische 
Charakter  der  Abhängigkeit  des  Integrals  von  s  allein  sowie  von 
t  allein  springt  sofort  in  die  Augen.  Dagegen  wissen  wir  noch  nicht 
einmal,  ob  das  Integral  stetig  von  a  abhängt.  Hierüber  gibt  der 
folgende   Satz  Aufschluß. 

Satz.  Das  Normalintegral  dritter  Gattung  gestattet  die  Vertau- 
schung von  Parameter  und  Argument: 

(4)  ni\  =  n::. 

Zum  Beweise  nehmen  wir  vier  getrennte  Punkte  a,  r,  a' ,  x' 
in  %  behebig  an  und  verbinden  a,  r  durch  eine  einfache  in  ^ 
verlaufende,  nicht  durch  o',  r'  gehende  Kurve  L.  Darauf  werden 
<y',  r'  "«äeder  durch  eine  einfache  in  ^  verlaufende,  die  Kurve  L 
nicht  treffende  Kurve  L'  miteinander  verbunden.  Jetzt  werden 
kleine  Kreise  um  a,  r,  o' ,  r'  aus  %  entfernt  und  der  dadurch  ent- 
stehende Bereich  längs  der  Bogen  von  L,  L'  aufgeschnitten.  Die- 
ser letzte  Bereich  heiße  ^'.  Der  Rand  C'  desselben  besteht  aus 
-dem  Rand  C  von  %  nebst   den  Kreisen  K„  usw.   und    den   Ufern 

^r>     ^7t      USW. 

Der  Beweis  wird  nun  geliefert  ,  indem  man  das  Integral 

<A)  fni\dni',,,, 

9.' 

C 
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über  den  Eand  C  von  ^'  hinerstreckt,  auf  zweierlei  Weisen  aus- 
wertet. Dabei  sehen  wir  s  als  unabhängige  Variabele,  t  als  einen 
innerhalb  %'  gelegenen  Parameter  an  und  sondern  einen  Zweig 
der  mehrdeutigen  Funktion  ni\  in  %'  ab.  Einmal  hat  dieses  Inte- 
gral nach  dem  Cauchyschen  Integralsatz  den  Wert  0. 
Andererseits  ist  nach  Kap.  4,   §  14, 

I  ■*-'  at  "-'-'  o'r'  "  • 

C 

Im   Kreise  Jf„/  ist  ja  77*'^   analytisch.  Dagegen   ist   längs  die- 
ser Kurve 

dnii,,  =  ^-^,  +  '^d{s)ds, 

wo  31(5)  sich  in  diesem  Kreise  analytisch  verhält.  Darnach  ist 

Und   ebenso   ist 

^      /  77*'  d77*f  ,  =77^''. 

Kr' 

Zusammengenommen  liefern   diese   Kreise  also 

-77^';'. 


Die  beiden  Eandbogen  Lj;^,,  L~,^,  liefern  offenbar  Ü,  da  77''^ 
sich  in  jedem  Punkte  von  L'  analytisch  verhält. 

Jetzt  sind  wir  gleich  am  Ziele.  Denn  die  Funktion  77*',  n'Ji^r 
ist  ja  eindeutig  in  %' ,  also  ist  insbesondere 

0  =fd[n^,\  nii,,)  =fn'„\  dn^j,,  +fn':,,,  dn'„\, 

r  r  r 

wo  7^  aus  K„,  Kj.  und  einem  Teil  von  LJ,,  L~j,  als  Rand- 
bogen von  %'  aufgefaßt,  besteht.  Denmach  liefert  dieser  Teil 
von  C  zum  Integrale  (A),  geteilt   durch   27ii,  den  Beitrag 

77"/,. 

Es  hat   sich   somit   ergeben,   daß 

-77:r  +  77-,  =  0 
ist,  und  hiermit  ist  der   Satz  bewiesen. 


§  8.  Da?  Integral  dritter  Gattung  401 

Ahliängigkeit  von  allen  vier  Argumenten.  Mit  dem  soeben  ge- 
wonnenen Resultate  ist  nachgewiesen  worden,  daß  die  Funktion 

JJSt 

■'•^  at 

von  jedem  Argument,  einzeln  genommen,  analytisch  abhängt.  Sind 
Sq,  ^0  5  0^0'  "^0  ^'iöi'  Punkte  von  %,  wofür  nur  Sp  H=  (To,  Tq  und  eben- 
so tf)  --T  <7o,  Tq  ist,  so  bleibt  77*'^,  endlich  in  der  Nähe  der  Stelle 
(Sq,  ^0,  Oq,  Tq),  wie  aus  dem  Existenzbeweise  von  §  1  sofort  ersicht- 
lich ist,  und  darum  hängt  diese  Funktion  analytisch  von  den 
vier  unabhängigen  Variabelen  (s,  t,  a,  r)  ab,  vgl,  Kap.  3,  §  17, 

Indem  wir  auf  die  Formeln  (3)  zurückgreifen,  können  wir 
nun  folgenden   Satz  aussprechen, 

Satz,  Die  FimJdion 

n'\  -  log  S'-^^Mr--  =  G{s,t,a,r), 

deren  Argumente  einzeln  genommen  den  Bereich  ^  durchlaufen,  iceist 
in   diesem   reell   acht-dimensionalen   Definitionshereiche    T    nur    heb- 
bare   Singularitäten    auf.    Unter   G{s,  t,  a,  r)    wollen    icir    noch    die 
darin  ergänzte  Funktion  verstehen. 
Hieraus  ergibt  sich,  daß 

(5)  ni\  ^  log  |E?)7l^^j  +  G{s,t,a,r), 

ICO  G{s,  t,  G,  r)  sich  analytisch  in  ^  verhält. 

Um  den  Beweis  noch  zu  Ende  zu  führen,  betrachten  wir  zu- 
nächst einen  Punkt  {Sq,  t^,  Oq,  Tq) ,  der  nur  auf  einem  der  singu- 
lären   Gebilde 

5  —  a  =  0,  6  —  T  =  0,  i  —  (7  =  0,  i  —  r  =  0 

liegt.   Sei  etwa 

So  —  Oq  =  0,  Sq  —  To^O,  to  —  ao=^{),  f^  —  Tq  =1=  0. 

Dann  geht  aus  dem  Existenzbeweis  unmittelbar  hervor,  daß  die 
Funktion 

ni\-\og{s-a) 

in  der  Nähe  der  Stelle  {Sq,  t^,,  a^,  Tq),  wo  sie  definiert  ist,  endlich 
bleibt,  und  damit  kann  sie  nach  dem  erweiterten  Riemannschen 
Satze,  Kap,  3,  §  3,  I),  S.  186  nur  hebbare  Singularitäten  in  den 
Ausnahmepunkten  haben. 
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Hiermit  sind  nun  alle  Punkte  erledigt,  welche  auf  einem  und 
nur  auf  einem  der  obigen  vier  Gebilde  liegen.  Die  übrigen  singu- 
lären  Punkte,  da  sie  auf  Gebilden  höchstens  von  2?i  —  4  Dimen- 
sionen liegen,  erweisen  sich  vermöge  des  Satzes  II),  S.  187,  al& 
hebbare  Singularitäten,  und  hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Wir  setzen  noch  das  Periodenschema  des  Integrals  /7f/^  her^ 
wobei  der  in  der  linken  Spalte  verzeichnete  Buchstabe  die  un- 
abhängige Variabele  angibt. 


^1     . 

•       •       AP 

B,         .     . 

.         B, 

s 

0 

.     .     0 

2u1'     .     . 

2u;' 

t 

0 

.     .     0 

—  2<'     .     . 

•     --2^7 

a 

0       . 

.     .     0 

2<     .     . 

.         2< 

r 

0 

.     .     0 

-2<     .     . 

.     -2< 

§  9.  Die  Primfunktion,  Ü  {t,  t). 

Im  Falle  p  =  1  sind  wir  im  Besitze  einer  Funktion,  welche 
sich  im  kleinen  überall  stetig  am  Gebilde  F  verhält  und  von  den 
Verzweigungspunkten  abgesehen  analytisch  ist,  und  welche  nun 
insbesondere  eine  einzige  beliebig  gelegene  Wurzel  besitzt.  Das  ist 
nämlich  die  Funktion  0{u)  bzw.  a{u),  von  der  uniforraisierenden 
w- Ebene  der  doppelt  periodischen  Funktionen  auf  die  algebraische 
Eiemannsche  Fläche  F  der  erweiterten  .?- Ebene  verpflanzt.  Beim 
Überschreiten  eines  Querschnitts  A ,  B  nimmt  die  Funktion  einen 
Faktor  von  der  Form  an 

ßau-rb 

WO  a  und  h  Konstanten  bedeuten. 

Gerade  so  verhält  sich  die  Sache  im  Falle  p  >  1.  Es  gibt 
nämlich  für  ein  beliebiges  solches  Gebilde  eine  Funktion  Q, 
welche  überall  stetig  und,  von  den  Verzweigimgspunkten  der 
Fläche  J^  abgesehen,  analytisch  ist  und  welche  nun  insbesondere 
eine  einfache  Wurzel  an  einer  beliebigen  Stelle  von  F  besitzt, 
sonst  aber  nicht  verschwindet.  Beim  l'bcrschreiten  eines  Quer- 
schnitts Ak,  B,,  ninnnt   ü  einen  Faktor  von   der  Form  an, 


e9("), 
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wobei  g{u)  =  gk{u)  resp.  </j+fc(w)  eine  lineare  Funktion  der  p 
Integrale  erster  Gattung  bedeutet.^)  Wenden  wir  uns  jetzt  den 
Einzelheiten  des  Beweises  zu! 

Die  Funktion  X{t,  r)  auf  ((5,?^).  Indem  wir  von  der  Formel 
(5),   §  8,  ausgehen, 

(1)  ff".  =  log  |^|£|  +  «(^. '.".-). 

wobei  G{s,  t,  a,  r)  sich  im  Zylinderbereiche  2"  =  (^,  fy,  ^,  ^)  ana- 
lytisch verhält,   bilden  wir  die  Funktion 

(2)  X{t,T,At,AT)=^MATe~''' 

Beim  Grenzübergange  lim  (Af,  Ar)  =  (0,  0)  nähert  sich  letztere 
einem   Grenzwerte,   der  mit   X{t,  r)   bezeichnet  werde: 

(3)  lim       X{t,T,At,  Ar)=X{t,r)=-(t-TYe-^^^'''^''\ 

(Ät,  Ar)  =  (0,0) 

Die  Grenzfunktion  X(^,  t)  verhält  sich  analytisch  im  Zy- 
linderbereiche {%,  %)  und  verschwindet  am  Gebilde  i  =  r,  sonst 
aber  nirgends  im  genannten  Bereiche. 

Im  übrigen  ist  X{t,  r)  symmetrisch  in  den  beiden  Argu- 
menten, 

(4)  X{t,r)  =  X{r,t), 

wie  aus  der  Definition  sofort  ersichtlich  ist.   Setzt  man 

(5)  X{t,T)   =   it-TYW{t,T), 

so  ist  auch  W  symmetrisch: 

(6)  W{t,r)^nr,t). 

Um   das  Verhalten   der  Eandwerte   von   X{t,  t)    zu   ermitteln, 
seien    c,  c  +  Ac    zwei    Punkte    von   :bj        ^ 
B~ ,    und    seien    c« ,  c^  +  A  c^    ihre 
Bildpunkte     auf     B^.     Nach      dem  Z  ,/t)-' 

Periodenschema  von  §  8   ergibt  sich 
dann,  daß  Pig  37 

JJCa-^  ACß,  r+  Ar  Tje^&c,  r+  Ar     ,     .-)  .  c  +  ac,  r  +  a  r     ,     .-y^.CT     ,     n  „ 

^^Ca,t  —■'''er  -r-  ^^a  +   ^^^'a     +-^«aa- 


1)  Wegen  der  Entwicklung  dieses  Begriffs  vgl.  Klein.  Math.  Ann.  36 
(18S9/90)  §§4,5  =  Werke  3.  S.  398/405,  wobei  die  Literatur  hierüber  ausführ- 
lich besprochen  wird. 
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Anderseits  folgt   aus   (2),   daß 

Z(c,,T,  Ac,,  At)  =  Ac,  Are    '"-^ 

_        C+    \C,  T  +  AT 

X{c,r,  Ac,  At)  =  Ac  Are-      " 
Mithin  ist 

Z(c„,T,Ac,,Ar)  =  ^|X(c,r,Ac,AT)e~'"«"''''"^'-""""*''«. 

Läßt  man  jetzt  Ac,  Ar  gegen  0  konvergieren,  so  erhält   man 
die  Kelation 

(7)  X(c„,  r)  =.  L;^M  e-'"'"^-"'-X{c,  r) . 

Daraus    schließt    man    vermöge    des    12.  Satzes    von    Bd.  I, 
Kap.  7,   §  6,  daß  allgemein 

(8)  X(^  r)  =  L;_,(0  e"'"'^'-"'''"X(«,  r), 
wo    t'  =  Lp+„{t),   (X  ^1,  .  .  .,  p. 

In  ähnlicher  Weise  schließt   man,   daß 

(9)  X(^',r)=Ll(OX{i,r), 

wo   t'  ■=  L^{t),  (X  =  1,  .  .  .,  p. 

Die    Primfunktion    Q{t,  r).    Im    Bereiche    (^,  %)    genügt    die 
Funktion   X(^,  r)   der   Gleichung  (5): 

(10)  X{t,T)^  {t~Ty~W{t,r), 

wobei  W  sich  analytisch  in  (5,  5)  \erhält  und  dort  nicht  ver- 
schwindet. Daraus  geht  hervor,  daß  yX{t,  r)  aus  zwei  im  Bereiche 
{%,  ^)  analytischen  Funktionen  besteht.  Wir  greifen  eine  der- 
selben willkürlich  heraus,  multiplizieren  sie  mit  einer  nicht- 
verschwindenden  Konstanten,  und  bezeichnen  das  Produkt  init 
Q{t,r): 

(11)  0{t,r)  =  CVX{t,r),  C^O. 
Sei  r  ein  beliebiger  fester  Punkt  von  %.   Dann  ist 

(12)  Ü{t,T)=^{t-T)Q{t,T), 

WO  Q{t,  r)  für  keinen  Punkt  t  in  %  verschwindet.  Im   übrigen  ist 

(13)  Q{t,r)=Q{r,t). 
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Alis  der  Gleichung  (12)  ergibt  sich,   daß  ü{t,r)  asymmetrisch 
ist: 
(14)  Q{t,T)=^--Q{r,t). 

Fernerhin  Hest   man   von   den   Identitäten   (8),    (9)    nebst    (14) 
das  vollständige  Verhalten  von  ü{t,r)  am  Rande  von  {%,%)  ab: 


(15) 


(16) 


D{t^^,r)=^VL:{t)Ü{t,r); 


2u„  —  a„ 


ß{t,^.,r)=VL;^„{t)e    -"''     ''""Q{t,T). 


0{t,Tj=VL:{T).Q{t,r); 


Q{t,r^^^)=VL'^,Me-"^     ''""Ü{t,r). 


Schreibt   man  eine  beliebige  Transformation  der  automorphen 
Gruppe  in  der  Form 

so  ist 

A 


L'{t) 


(cf  +  d)2 


Mithm  besteht  VL'{t)  aus  zwei  Zweigen  der  monogenen  ana- 
lytischen Funktion,  welche  im  Einheitskreise  ^  getrennt  vonein- 
ander verlaufen.  In  jeder  Formel  (15),  (16)  kommt  ein  bestimmter 
der  beiden  Zweige  in  Betracht,  welcher  aber  Platz  greift,  muß  hier 
dahingestellt  bleiben. 

Aus  den  Gleichungen  (15),  (16)  ergibt  sich  die  analytische 
Fortsetzung  der  zunächst  bloß  im  Fundamentalbereiche  (^,  ^) 
definierten  Funktion  Q{t,r).  Wie  man  sieht,  besteht  der  volle 
Definitionsbereich  dieser  Funktion  aus  dem  Bereich  (^,  ^),  wo  ^ 
das  Innere  des  Einheitskreises  |  <  |  <  1  bedeutet.  In  diesem  Be- 
reiche ist  Q{t,r)  analytisch.  Ist  r  ein  beliebiger  fester  Pmikt  von 
^  und  bezeichnet  man  mit  r',  t",  .  .  .  die  unter  der  automorphen 
Gruppe  kongruenten  Punkte,  so  verschwindet  Q{t,  r)  einmal  in 
jedem  dieser  Punkte,   sonst   aber  nirgends. 

Bestimmung  der  PrimfunJäion  durch  ihre  Eigenschaften.  Sei 
0{t,  r)  ^  0  eine  Funktion,  welche  im  Zylinderbereiche  (^,  ^): 

\t\<h  1t|<1 

Osgood,  Funktionentheorie  II,  2  27 
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analytisch  ist  und   den  Bedingungen  (12),  (14),   (15),    (16)   genügt: 

(a)  0{t,  r)  =  {t-  T)S{t,  r),        S{t,  r)  ^  0,        in   {%,  %); 

(b)  0{t,T)^-0{r,t); 

(c)  ^it.,r)=^VKlt)0it,T); 


,    tr 


(d)  ^{t,^.,r)^VL'^^^{t)e   """     ''""0(<,t). 

Dann  ist 

0{t,  r)  =  AQ{t,  t), 

wo  Q{t,  t)  eine  besondere  Primfunktion  ist  und  A  eine  Konstante 
bedeutet. 

In  der  Tat  sei  r  ein  beliebiger  fester  Punkt  von  %.  Dann  hat 
die  Funktion 


Q{t,T) 

nur  hebbare  Unstetigkeiten  im  Bereiche   {%,%). 

Wegen  (15),  (16)  einerseits  und  (c),  (d)  andererseits  ist  diese 
Funktion  eine  absolute  Invariante  der  automorphen  Gruppe,  und 
da  sie  endlich  ist,  so  muß  sie  eine  Konstante  in  bezug  auf  t 
sein: 

0{t,T)^<p{x)Q{t,T). 

Aus   (14)   und   (b)   folgt  nun  weiter,   daß 
0[t,r)  =  (p{t)Q{t,x), 
mithin   muß   cp{t)  =  <f>{t),   also   (p{t)  =  (p{t)  —  A. 

§  10.  Umkelirung.  Gründung   der  Theorie    auf  der  Primfunktion. 

Gerade  wie  Weierstraß  die  elliptischen  Funktionen  von  der 
0- Funktion  aus  definiert  und  behandelt  hat,  so  kann  man  sich 
auch  hier  die  Aufgabe  stellen,  von  der  automorphen  Gruppe  nebst 
ihrem  Fundamentalbereiche  %  auszugehen  und  die  Primfunktion 
ü{t,  t)  etwa  vermöge  eines  unendlichen  Produkts  explizite  zu  de- 
finieren. 

Ist  man  einmal  so  in  den  Besitz  von  ü{t,  r)  gelangt,  so  er- 
geben sich  die  Integrale  in  umgekehrter  Eeihenfolge  durch  Diffe- 
rentiation. Vor  allem  wird 

wie    man    sofort    nachrechnet.    Doch    soll    77' ',  ^  0 ,    77*'^  =  0,    wo 
s,  t,  a,  t  in  ^  liegen. 
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Sodann  findet   man 
m  Y'f  =  A  77««  =  A  loa  ^^JJ^  =  iirit,r)  _  ü,{s,r) 


(3) 


dr       "■"        dT    ^  Q{s,t)  ü{t,r)  ü{s,t) 


^'"        (m  — 1)!  ÖT«      "^        (m  — 1)!  ar'«      '=ß(6-,T) 

Bisher  sind  nur  solche  singulären  Punkte  aufgetreten,  welche 
der  betreffenden  Funktion  eigen  sind.  Soll  dieser  Forderung  ferner- 
hin entsprochen  werden,  so  muß  man,  wie  ja  so  oft  in  der  In- 
variantentheorie vonnöten  ist,  sich  eines  Parameters  bedienen, 
wovon  der  Wert  des  Integrals  nicht  abhängt.  Am  nächsten  liegt 
es,  sich  der  Beziehung  zu  bedienen, 

m        ,  =  77*', +  2<'. 
Hiernach   wird 

Der  Wert  des  Logarithmus  hängt  zwar  nicht  von  ct  ab,  doch  kann 
man    a   nicht    etwa    ein   für   allemal   festlegen,    sofern   man   rechter 
Hand  hebbare  Unstetigkeiten  vermeiden  will. 
Aus   (4)   ergibt   sich  noch,   daß 

ist.    Diese    Formel    stimmt    wegen    (2)    mit    der    Formel    (15),    §  7, 
überein,   wonach 

Hiermit  haben  wir  die  Normalintegrale  nebst  dem  Integran- 
den  0a{t)  durch  die  Primfunktion  ausgedrückt,  und  zwar  vermöge 
Differentiation.  Auf  die  Aufstellung  der  absoluten  Invarianten  der 
automorphen  Gruppe  gehen  wir  später  ein,  doch  kann  der  Leser 
jetzt  schon  zu  diesem   Gegenstande  übergehen. 

§  11.  Das  Abelsehe  Theorem.^) 
Sei  H{t)  eine  absolute  Invariante  der  automorphen   Gruppe, 

Dabei    soll  H{i)    sich    im   Einheitskreise    |  i  |  <  1    meromorph    ver- 
halten und  sich  nicht  auf  eine  Konstante  reduzieren.  Wir  wollen 


1)  Man   vergleiche   auch   Kap.  G,    §  1. 

27* 
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die  in  ^  belegenen  Wurzeln  von  H{t)  mit  a^.,  die  Pole  mit  ß^. 
bezeichnen.  Vor  allem  muß  es  Pole  geben;  denn  sonst  wäre  H{t) 
ein  Integral  erster  Gattung  mit  lauter  verschwindenden  Periodizi- 
tätsmoduln  an  den  A,.-  Querschnitten,  also  nach  Kap.  4,  §  15  eine 
Konstante. 

Wertet  man  nun  das  Integral 

c  c 

über  den  ganzen  Band  C  von  ^  hinerstreckt,  aus,  so  heben  sich 
die  von  den  Ufern  A^ ,  A'^  herrührenden  Beiträge  gegenseitig  auf, 
und  ebenso  diejenigen,  welche  von  B^ ,  B;7  herstammen.  Anderer- 
seits gibt  das  Integral  (durch  ^ni  dividiert)  eben  die  Gesaratzahl 
der  Wurzeln  minus  der  Gesamtzahl  der  Pole  an.  Darum  sind 
diese  beiden  Zahlen  einander  gleich. 

Der  Abelsche  Satz.  Sei  H{t)  eine  absolute  Invariante  der  auto- 
morphen   Gruppe  und   sei 

H{t)  =  0,  t  =  oci,  .  .  .,(x„,; 

H{t)  ^oo,  t  =^  ßi,  .  .  .,  ß^, 

wobei  oc/.,  ßk  in  ^  liegen.  Sei  ferner  w{t)  ein  beliebiges  Integral 
erster   Gattung  und  sei 

'    A,       .     .     .       A,        B,       .     .     .     B, 


10 


2jii 


log  H{t) 


—  ?il 


—  n. 


Ml 


ft>2» 


das  Periodenschema   der   beiden  Integrale.   Dann   ist 


(2)        w"^'''  +  lü"-''-  + 


=  W?iCJi 


+  MpCOp  +  niWp  +  i  + 


+    ^jjWop 


Vor  allem  ist  dabei  zu  bemerken,  daß  die  ganzen  Zahlen 
W;k,  iif,  unabhängig  von  der  besonderen  Wahl  des  Integrals  erster 
Gattung  II)  {t)  sind,  sowie  daß  die  Wurzeln  unter  sich  und  ebenso 
die  Pole  unter  sich  nach  Belieben  zusammenfallen  dürfen. 

Der  Beweis  ergibt   sich   unmittelbar,   indem  man  das  Integral 


^J  w  {t)d  log  H{t) 
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über  den  ganzen  Eancl  C  von  %  hinerstreckt  und  einmal  nach 
Kap.  4,  §  14,  auswertet,  sodann  aber  als  Summe  der  Eesiduen  des 
Integranden  in  g-  ausdrückt. 

Indem  man  nun  der  Eeihe  nach  p  linear  unabhängige  Inte- 
grale erster  Gattung,  iVi{t),  .  .  .,  Wj,{t)  an  Stelle  von  w{t)  treten 
läßt,  erhält  man  p  notwendige  Bedingungen,  wodurch  die  2p 
Punkte  ocj^,  ßj.  aneinander  gebunden  sind.  Dieses  Resultat  wollen 
wir  als  einen  Satz  aussprechen. 

Theorem.  Sind  a^.,  ß^,  k  =  1,  .  .  .,  in,  die  in  %  belegenen 
Wurzeln  resp.  Pole  einer  absoluten  Invarianten  H{t)  (-i=  const.)  der 
automorphen  Gruppe,   so  ist   noticendig,  daß 

m 

(3)  ^<*'^*  =  0  (müd  w„i,  .  .  .,  ft>«,2p),        a  =  l,  .  .  .,p. 

k  =  l 

Beim  Übergang  von  einer  Kongruenz  zu  einer  Gleichung  treten  rech- 
ter Hand  stets  dieselben  ganzzaliligen  Faktoren  m^,  n^.  auf,  ivenn  oc 
die  p  Werte   1 ,  .  .  .,  p  durchläuft: 

Daß  umgekehrt  die  p  Kongruenzen  (3)  genügen,  damit  eine 
absolute  Invariante  H{t)  existiert,  deren  Wurzeln  und  Pole  in  den 
Punkten  t  =  aj^  resp.  ßj.  liegen,  wird  im  übernächsten  Paragraphen 
dargetan. 

Wegen  der  Möglichkeit  der  Entfernung  der  Koeffizienten 
^'ßj  f^a  vergleiche  man  den  folgenden  Paragraphen,  Ende. 

§  12.  Fortsetzung.    Die  Integrale  dritter  Gattung,  usw. 

Der  Abelsche  Satz  im  Falle  der  Integrale  dritter  Gattung.  Sei 
H{t)  wieder  eine  absolute  Invariante  der  automorphen  Gruppe 
und  sei 

H{t)  =  0,  f  =  «1,  .  .  .,  öc, 


"mf 


H{t)    =oo,  t  =  ß^,...,ß^. 

Dann  ist 

(4)  2  ni^J^^  =  log  1^  +  2  Vn„ur. 

Dabei  bedeuten  n«  ganze  Zahlen,  welche  von  der  besonderen 
Wahl  des  Integrals  dritter  Gattung  inkl.  der  Punkte  a,  t  nicht 
abhängen. 
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Zum  Beweise  schneide  man  %  längs  einer  Verbindungskurve 
der  Punkte  a,  r  auf.  Dann  wird  U^^r  im  neuen  Bereiche  ein- 
deutig bestimmt.  Indem  wir  aus  dem  letzteren  kleine  Kreise  um 
a,  T  fortheben,  bezeichnen  wir  den  also  erhaltenen  Bereich  mit 
^'  und  erstrecken  wir  das  Integral 


^Jir;,dHH(t) 


Über  den  Rand  desselben.  Der  Wert  des  Integrals  ist  bekanntlich 
gleich  der  Summe  der  Eesiduen  des  Integranden,  ni\H'{t)IH{t), 
womit  denn  die  linke  Seite  der  Gleichung  (4)  zum  Vorschein 
kommt. 

Nach  Kap.  4,  §  14,  liefert  der  Rand  C  von  f^  das  letzte  Glied 
rechter  Hand,  und  das  andere  Glied  rührt  von  dem  anderen  Rand- 
stück von  %'  her.  Die  vieldeutige  Funktion  ist,  wie  folgt,  zu  ver- 
stehen: 


/^.,og«(0|', 


längs   der  Verbindungskurve  zu   erstrecken. 

Die  Integrale  zweiter  Gattung.  Im  Falle  der  Integrale  Y'J 
lautet  der  Abelsche   Satz  wie  folgt: 

(5)  yy?^"  = .-  ^l'»  -  22'«.  <p.  (T) ; 

(6)     Jy?*»-^,  |ilog//(T)--y--^-3^,  in„<Pr"W. 

Entfernung  der  Koeffizienten  via,  na-  Sowohl  in  der  Formel  (2) 
als  auch  in  (4)  können  die  Koeffizienten  m^,  »i«  sämtlich  auf  Null 
gebracht  werden,  werm  man  die  linker  Hand  stehenden  Funk- 
tionen nicht  für  die  Punkte  a^,  ßk  von  %,  sondern  für  geeignete 
kongruente  Punkte  in  anderen  Bereichen  ^,,  ^^,  usw.  bildet. 
Selbstredend  kann  die  Wahl  auf  mannigfache  Weise  getroffen 
werden.   So  ergeben  sich  denn  die   Gleichungen 

m 

(2')  ^w;«I,^;=0; 
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§  13.   Die  absoluten  Invarianten  der  automorphen  Gruppe. 

Wir  haben  bereits  §  11  folgende  Sätze  bewiesen,  die  wir  nun 
der   Systematik  wegen  an  die   Spitze  stellen  wollen. 

1.  Satz.  Eine  absolute  Invariante  der  automorphen  Gruppe, 
welche  sich  überall  analytisch  verhält,  ist  eine  Konstante. 

2.  Satz.  Eine  absolute  Invariante  der  automorphen  Gruppe, 
welche  sich  meromorph  verhält  und  heine  Konstante  ist,  besitzt  in  % 
ebensoviele  Wurzeln  als   Pole. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Umkehrung  des  Abelschen  Theo- 
rems. Hieraus  ergibt  sich  noch  ein  besonderer  Satz  von  Bedeutung 
für  die  folgenden  Entwickelungen. 

3.  Satz.  Jede  Funldion 

V 

üi0i(O  H f-  Vj,0^(t),  0  <  ^j  y^  |, 

hat  Wurzeln. 

Bildet   man  nämlich  die  Funktion 


so  ergibt  sich  aus  der  Eelation  (6),  §  6,  daß  H[t)  eine  absolute 
Invariante  der  automorphen  Gruppe  ist,  und  von  hier  aus  ge- 
langt man  direkt  zu  einem  Widerspruch,  wenn  die  Richtigkeit  des 
Satzes  bezweifelt  wird,  da  Hit)  nach  dem  1.  Satze  eine  Konstante 
sein   müßte,   und   damit   wären   die  0,-^{t)   linear  verknüpft. 

4.  Satz.    Im   Bereiche  f^  mögen  2m  Punkte  (x^,  ß^,  (ock^ßi), 
k,  1=  1,  .  .  .,  m,  den  p  Bedingungen 

m 

(1)  ^ </'^*  =  m^Tii  +  ?Jia^i  H +  n^a^^,        a  =  1 ,  .  .  . ,  p, 

*:  =  ! 

gemäß  angenommen  werden.  Dann  gibt  es  eine  absolute  Invariante 
H{t)  der  automorphen  Gruppe,  ivelche  die  a^.  zu  Wurzeln,  die  ß^ 
zu  Polen  hat  und  sich  sonst  in  ^  analytisch  verhält  und  nicht  ver- 
schivindet. 

Die  Funktioji  H[t)  ist  hiermit  bis   auf  eine  muUiplikative  Kon- 
stante bestimmt. 

Wir  bilden  zunächst  die  Funktion 

Q{t,a,)...Ü(t,a,^) 


<2)  F{t)  = 


ü{t,ß,)...Q{t,ßJ 
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Dabei    denken    wir    uns    der    Übersichtlichkeit    halber    die    Punkte 
ocj^,  sowie  die  Punkte  ßy.,  als  getrennt,  doch  dürfen  sie   auch  nach 
Belieben   zusammenfallen,   vorausgesetzt   nur,   daß    a^.  =|=  /?;. 
Durch  die  Substitution 

V  ^  La{t),  a  =  1,  .  .  .,  p, 

geht  F{t)  in  sich  über,   §  9,   (15): 

F{t')  =^F{t). 

Übt  man  dagegen  die  Transformation 

i'  =  ^p  +  a{i),  «  =  1,  .  •  ■,  P, 

aus,   so  wird 

F{t')=F{t)e     \  "        . 

Der  Voraussetzung  nach  hat  der  Exponent  den  Wert 

^{m^Tti  +  «iO«i  +  •  •  •  +  nj,aap). 

Nun  kann  aber  dieser  Faktor  dadurch  beseitigt  werden,  daß 
wir  F{t)  mit  einem  geeigneten  Faktor  multiplizieren.  Wie  man  so- 
fort erkennt,  verhält  sich  die  Funktion 

(3)  H{t)  =  CF{t)e  "''  (C^=0), 

invariant    gegenüber    sämtlichen    2p    Substitutionen    der    automor- 
phen  Gruppe,  und  hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Im  übrigen  hätte  man  die  Multiplikation  von  F{t)  mit  dem 
Exponentialfaktor  gänzlich  vermeiden  können,  indem  man  eine 
der  2w  Größen  oci,  ßi  in  einen  geeigneten  kongruenten  Punkt 
außerhalb  %  verlegt  hätte. 

Zweiter  Beweis.  Zum  Beweise  war  es  nicht  nötig,  die  Prim- 
funktion ,  ü{t,  t),  zu  benützen.  Wir  hätten  auch  von  der  Funk- 
tion 

n^^     +  . .  .  +  n^^  . 

(4)  0{t)  =  e    "''' 

ausgehen   können.    Die    Schlußweise    wäre    mit    der   früheren    iden- 
tisch gewesen. 

Konforme  AhhiJdung.  Geht  man  von  einer  beliebigen  auto- 
morphen Gruppe  und  einer  absoluten  Invariante  derselben  der 
bewußten    Art    aus,    so    kann    man    zu    einer    m- blättrigen    ebenen 
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Fläche  F  wieder  aufsteigen.  Präzisieren  wir  den  Sachverhalt  durch 
folgenden  Satz. 

5.  Satz.  Vorgelegt  sei  eine  automorphe  Gruppe  der  hier  in  Be- 
tracht Icommenden  Art  nehst  einer  nicht-konstanteii  absoluten  In- 
variante H[t)   derselben.  Durch  die  Gleichung 

z  =  Hit) 

tcird  der  Fundamentalbereich  ^  der  Gruppe  in- umkehrbar  eindeutiger 
Weise  auf  eine  m -blättrige  über  der  z- Ebene  ausgebreitete  algebrai- 
sche Piieinannsche  Fläche  F  konform  abgebildet. 

Der  Beweis  wird  ähnlich  geführt  wie  im  Falle  p  =  1,  Bd.  I, 
Kap.  10,  §  6,  —  allerdings  nicht  von  vornherein  vermöge  des 
Darbouxschen  Satzes,  vielmehr  wird  man  zuerst  die  durch  das 
Beispiel  von  §  4  a.  a.  0.  dargelegte  Methode  benützen,  wodurch  die 
Umkehr  einer  eindeutigen  Funktion  mit  einer  geeigneten  Eie- 
mannschen  Fläche  versehen  wird.  Dabei  spielt  der  Satz  von  Bd.  I, 
Kap.  8,  §  10  eine  wesentliche  Eolle.  Man  erhält  als  Endresultat 
die  in  Aussicht  genommene  Fläche  F,  nebst  einer  kanonischen 
Zerschneidung  derselben. 

§  14.  Verknüpfte  Punktgruppen  und  der  Riemann-Kochsche  Satz. 

Wir  werfen  jetzt  die  Frage  auf:  Vorgelegt  seien  m  Punkte  von 
^,  t  =  Ti;  .  .  .,  T^.  Wieviele  absolute  Invarianten  H{t)  der  auto- 
morphen Gruppe  gibt  es,   welche   Pole  in  den   Punkten   r^   besitzen? 

Präziser  ausgedrückt  soll  H{t)  höchstens  in  den  m  Punkten 
Tj.  Pole  aufweisen.  In  einigen  dieser  Punkte,  oder  sogar  m  allen, 
darf  sich  H{t)  analytisch  verhalten.  Im  übrigen  dürfen  die  m 
Punkte  nach  Belieben  zusammenfallen,  der  Einfachheit  halber 
wollen  wir  sie  aber  vor  der  Hand  als  getrennt  ansehen. 

Die  allgemeinste  solche  Funktion  läßt  sich  in  der  Form  dar- 
stellen : 

(1)  H{t)  =  A,Y,^{t)  +  A,Y,ß)  +  .  .  .  +  ^ „,Y,^(0  +  C, 

wobei  die  Koeffizienten  A,^  folgenden  Bedingungen  unterworfen 
sind.  An  den  Querschnitten  erster  Art  ist  ja  H{t)  ohnehin  ein- 
deutig, da  jede  Funktion  Yr^(0  es  ist.  Dagegen  führt  das  Ver- 
schwinden des  Periodizitätsmoduls  von  H{t)  am  Querschnitte  ß^ 
zu   den  p   Gleichungen 

(2)  A,  0„(ti)  +  Ao  0^{r,)  +  .  .  .  +  ^^  0,(t„O  =  0, 

(x  =  1,2,  .  .  .,p. 
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Damit  sind  wir  denn  zu  f  linearen  homogenen  Gleichungen 
zwischen  den  m  Koeffizienten  A^  gelangt,  deren  Lösung  von  der 
Beschaffenheit  der  Matrix 

(3)  

abhängt.  Sei  q  der  Eang  dieser  Matrix.  Vor  allem  erkennt  man, 
daß  der  Fall  m  =  1  nur  zur  Lösung  H{t)  —  C  führen  kann. 
Würden  nämlich  sämtliche  0«(^)  in  einem  Punkte  t  =  r  ver- 
schwinden, so  müßte  der  Fundamentalbereich  ^  der  automorphen 
Gruppe  umkehrbar  eindeutig  und  stetig  auf  die  schlichte  Ebene 
abgebildet  werden  können,  vgl.  den  5.  Satz,  §  13.  Dann  würde  es 
aber  auch  überall  endliche  Integrale  auf  letzterem  Bereiche  geben, 
welche  keine  Konstanten  sind,  was  zu  einem  Widerspruch  führt, 
vgl.    den  Liouvilleschen   Satz,   Bd.  I,   Kap.  7,   §  5,   3.  Satz. 

Im  übrigen  kann  man  den  Beweis  direkt  führen,  indem  man 

±-Jh(1)  dt 
c 
um   den   Band    C  von   ^   herumführt    und    bemerkt,    a)    daß    der 
Wert    des    Integrals    0    ist;    b)    daß    der    Wert    auch    gleich    der 
Summe   der   Residuen   von  H{t)  in  ^  ist.   —   Fassen  wir  das  Er- 
gebnis  in  einen   Satz   zusammen,   so  können  wir  sagen: 

1.  Satz.  Die  p  FunMionen  0a{t)  l^öyinen  nicht  gleichzeitig  ver- 
schiüinden. 

Der  hyperelli'ptische  Fall.  Sei  nun  ??i  =  2 .  Ist  hier  ^  =  1 ,  so 
liegt  der  hyperelliptische  Fall  vor.  Denn  es  lassen  sich  jetzt  zwei 
Koeffizienten,  A-^  und  A^,  so  bestimmen,  daß  H{t)  nur  zwei  Pole 
hat,  und  zwar  können  beide  Koeffizienten  so  gewählt  werden, 
daß  keiner  davon  verschwindet.  Fassen  wir  das  Ergebnis  in  einen 
Satz  zusammen,  so  können  wir  sagen: 

2.  Satz.  Damit  der  hij'perellijptische  Fall  vorliege,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  die  Punkte  r^  so  gewählt  werden  können,  daß 
m  =  2,     Q  =  1   sei. 

In  der  Tat  wird  ^  vermöge  der  Funktion 

z=H{t) 

auf  eine  zwei-blättrige  Riemannsche  Fläche  F  der  s-- Ebene  ab- 
gebildet. 
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Hilfssatz.  Sei 


0, 


,(^.) 


^A-„(^l) 


WO   i-i  ^V,    1  ^ki  <kj  ^  y.    Dann 
Wahl  der  ki,  identisch   in  den  Xi,  . 


kann 


Im  Falle  ju  =  1    gilt   der   Satz   sicher. 


D,    für   keine    besondere 
verschivinden. 
Sei   er  nun   richtig   für 


/f  =  1 ,  2 ,  .  .  . ,  ,w  —  1 .  Dann  gilt  er  auch  für  ^ .  Sonst  nehmen  wir 
Tj,  .  .  .,  T^_i  so  an,  daß  eine  bestimmte  D(ti,  .  .  .,  t^_i)  =1=  0  ist 
und  halten  diese  Größen  fest.   Jetzt  stellt  die   Gleichmig 

D(Ti,  .  .  .,  T„_i,  t)  =  0 

bei    geeigneter    Wahl    von    D{ti,...,  r^_x,  t)    eine    lineare    Ver- 
knüpfung   der   ^«(t)    vor,    was    dem    Tatbestande  widerspricht. 
Kehren  wir  nun  zu  den   Gleichungen   ('2)   zurück: 

(4) 


^1  ^p(Ti)  +   ^2  ^p(72)   H +   ^™  0p(T  J   =  0. 

Ist  m  ^  p,  so  wird  bei  nicht-spezialisierter  Lage  der  r^ 
Q  =  7n  sein,  und   darum  ist   A^  =  A2 --•''=--  A^  —  0,    H{t)  —  C . 

Ist  dagegen  'p  <  m,  so  wird  bei  nicht-spezialisierter  Lage  von 
f  der  m  Pmikte  t^  der  Rang  der  Matrix  q  =  'p  sein.  Damit  lassen 
sich  gewisse  w  —  p  ^^^  -^k  beliebig  wählen,  die  übrigen  hängen 
dann  linear  und  homogen  von  diesen  ab,  und  es  ergeben  sich  so- 
mit im  ganzen 

A'  =  w  —  p  +  1 

Konstanten,  wovon  die  allgemeinste  Funktion  linear  und  homogen 
abhängt : 

(5)  H{t)  =  C,  H,{t)  -i-C,H,{t)+  •■■+  C.,  H,.{t)  +  C, 

V  =  m  —  p . 

Konstantenahzählung.  Dieses  Resultat  im  nicht-spezialisierten 
Falle  stand  schon  zu  erwarten,  da  es  ja  die  p  Bedingungen  des 
Abelschen  Theorems,  §  11,  zwischen  den  aus  den  m  Wurzeln  nebst 
den  m  Polen  bestehenden  2  m  Konstanten  gab,  wozu  noch  ein  will- 
kürlicher Faktor  hinzutrat,  also  2m  —  p  +  1  Konstanten  im  ganzen, 
wovon  m  (die  Pole)  von  vornherein  festgelegt  wurden,  —  bleiben 
noch  übrig  m  —  p  +  1 .  Worüber  aber  keine  Konstantenabzählung 
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Aufschluß  geben  kann,  das  ist  die  Frage  nach  den  freien  Kon- 
stanten hei  besonderer  Lage  der  Pole. 

Ein  lückenfreier  Satz.  Jetzt  mögen  die  Pole  eine  beliebige  be- 
sondere Lage  haben.  Dann  lassen  sich  die  freien  Konstanten  ver- 
möge des  folgenden   Satzes  angeben. 

3.  Satz.  Die  allgemeinste  Funktion  H{t)  hängt  linear  und  ho- 
mogen von 

(6)  N  ^m-Q-h  1 

besonderen  Funktionen  H-^{i),  .  .  .,  H^.{i),  Hy{t)  =  1   ah: 

(7)  Hit)  =  C,H,{t)  +  C,H,{t)  -f  .  •  •  +  C,.H,{t)  +  C, 

wo  V  —  m  —  Q  und  q  den  Rang  der  Matrix  (3)  bzw.  (11)  (unten) 
bedeutet. 

Dieser  Satz  gilt  sogar  noch,  wenn  die  Punkte  Tj,  Tg,  .  .  .,  t„ 
nach  Belieben  zusammenfallen,  wie  sogleich  noch  nachgewiesen 
werden  soll.  Die  m  Punkte  Tj  ,  .  .  . ,  t^,  heißen  verknüpft,  wenn 
der  Eang  der  Matrix  (3)  bzw.  (11)  niedriger  ausfällt,  als  es  im 
allgemeinen  der  Fall  ist. 

Mehrfache   Pole.   Um   mit   einem   anregenden   Beispiele   zu   be- 


ginnen,   sei    m  =  p  +  1 ,    Ti  =  Ta 


=  Tp+i  ==  T,    so    daß    also 


T  ein  (jp  +  l)-facher  Pol  von  H{t)    wird.    Damit    der   Periodizitäts- 
modul  der  Funktion 

H{t)  =  A,Y,  +  A,Y,.  +  •  •  •  +  .4  ,„  Y,,.  +  C 

am    Querschnitte  B^  verschwinde,   ist  notwendig  und   hinreichend, 
daß  die  p   Gleichungen 


(8)       ^/^,(t)+^0:(t)  +  ...+.4,^, 


0(P)(t) 


=  0,      «  =  1, -2.  ...,  p, 


gleichzeitig  bestehen.   Sei   g  der  Rang  ihrer  Matrix: 
(9) 


0^{r)  0'^{r)     .  .  .     0f{r) 

Bei  nicht-spezialisierter  Lage  von  r  wird   dann  Q  =  p  sein.   Denn 

0Ar)0[{r)  .  .      .     0['-'\t) 
(10)                W{t)  = 

0,(t)0,(t)  .  .     .     0</'-i>(t) 
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ist  ja  die  Wronskische  Determinante  der  p  Funktionen  ^^(t), 
§  15,  und  da  letztere  analytischi  sind,  so  würde  das  identische  Ver- 
schwinden ersterer  zur  Folge  haben,  daß  die  Cl^o(r)  linear  von- 
einander abhängig  wären;  vgl.   §  15. 

Hiernach  gibt  es  eine  Funktion  H-^^t) ,  welche  im  Punkte 
t  =  r  einen  Pol  (j» -r  l)-ter  Ordnung  besitzt.  Von  einer  endlichen 
Anzahl  von  Punkten  t,  nämlich,  von  etwaigen  Wurzeln  der 
Wronski sehen  Determinante  W{r)  abgesehen,  hängt  die  allge- 
meinste derartige  Funktion  von    zwei   Konstanten  ab, 

H{t)  =  ÄH,{t)-^C. 

Dieses  Piesultat  stimmt   mit  der  Aussage  des  3.  Satzes  überein. 

Zur  Behandlung  des  allgemeinen  Falles  gebrauchen  wir  einen 
Hilfssatz,  den  wir  jetzt  entwickeln  wollen.  Auf  Grund  des  Hilfs- 
satzes gilt  der  vorstehende  Satz  unumschränkt,  wobei  nur  an 
Stelle  von   (3)   die  folgende  Matrix  tritt: 

^f.>(r,),0i^-i>(T.,),...,^;(r.,),  0,(rj 


(11) 


§  15.  Ein  Hilfssatz. 

Hilfssatz. ^)    Sei  f^iz),  k  =  1,  .  .  .,  'p,    analytisch  im   Bereiche 

S,  und  sei 


(12) 


f'^-'H^i),fi'-''{h)> 


.  /p(^,) 


=  0 


1)  Marston  Morse,  Bull.  Arner.  Math.  Soc.  23  (1916),  S.  114; 
Pfeiffer,  ibid.  S.  117;  Green,  ibid.  S.  118.  Der  Satz  ist  zuerst  von 
Morse  und  bald  darauf  unabhängig  von  Green,  sowie  von  Pfeiffer  be- 
wiesen worden.  Der  Pfeiffersche  Beweis  ist  am  einfachsten,  wenn  man 
den  Satz  im  besonderen  Falle  der  Wronskischen  Determinante  voraussetzen 
will.  Der  Morsesche  Beweis  ist  allgemein  und  wird  im  Texte  wieder- 
gegeben. Green  hat  einen  allgemeinen  Satz  formuliert  imd  bewiesen,  wel- 
cher sich  auf  Funktionen  reeller  Argumente  bezieht. 
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in   S.   Dann  sind  die  p  Funktionen  linear  voneinander  abhängig: 

V 

it  =  o' 
Wir  führen  den  Beweis  zunächst  für  den  Fall  der  Wronski- 
schen   Determinante  durch;   er  überträgt   sich   dann  ohne  weiteres 
auf  den  allgemeinen  Fall.  Es  ist  bequem,  die  vorgelegte  p-i'^ihige 
Determinante,  wie  folgt,  zu  bezeichnen: 

(13)  D{z,)  =^  \  f\z,),  f-'\z,),  .  .  .,  f{z,),  f{2,)  I,  /  =  p  -  1. 

Wir  bilden  eine  zweite  p- reihige  Determinante  dadurch,  daß  wir 
die  Elemente  ff\z^)  der  ersten  Spalte  von  D  resp.  durch  fi{z) 
ersetzen : 

(14)  A  {z ,  z,)  =  !  /  {z) ,  f  - 1>  iz^) ,...,/'  C?i) ,  /  (^1)  I . 
Indem  wir  nun  zeigen,  daß 

(15)  ^{z,z^)^0, 

ergibt  sich  der  Beweis  des  Satzes  aus  der  Entwickelung  dieser 
Determinante  nach  den  Elementen  der  ersten  Spalte. 

Um  die  Identität  (15)  also  festzustellen,  legen  wir  z^  einen  be- 
liebigen festen  Wert  bei  und  beweisen  dann,  daß 

z  =  z, 

Für  n  =  0,  1,  .  .  .,  A  ist  diese  Identität  evident.  Sollte  dieselbe 
aber  nicht  allgemein  gelten,  so  sei  n  =  m  +  1  der  kleinste  Wert 
von  n,  wofür  dies  eintritt: 

Bezeichnen  wir  die  linke  [Seite  von  (16)   mit  Jn{z\),  so  ist  ja 
nach  Voraussetzung 

(17)  J„.  {z,)  =  I  r'  {z,) ,  f  -  ^>  (z,) ,...,/' (z,) ,  / (z,)  1^0. 
Hieraus  folgern  wir  noch,   daß 

J,n.l{Z^)    -   0, 

womit   denn  ein   Widerspruch   konstatiert  wird. 

Differenziert  man  nämlich   (17),  so  ergibt  sich,  daß 

(18)  J„„(2,)  +  ]  /'""  (--,),  /'-'fe),  f -='fe) /■('.).  /('-.)  ,  =  0- 


(16)  (I^L     =».  n  =  0,l,2,. 


§  15.  Ein  Hilfssatz  419 

Daß  die  letzte  Determinante  (18)  für  sich  identisch  ver- 
schwindet, erkennt  man,  wie  folgt.  Man  bilde  die  p- reihige 
Matrix 

(19)  !!  r\z,),f-\z,),f-'^{z,),  .  .  .,  f{z,),  f{z,)  ||. 

Nmi  muß  aber  mindestens  eine  {p  —  1)- reihige  Determinante  A 
aus  der  p- reihigen  Matrix 

lf-''{z{),...,f{z^,f{z^)l 

nicht  identisch  verschwinden,  sonst  wäre  ja  Jm+i{zi)  von  vorn- 
herein identisch  Null.  Jetzt  fassen  wir  alle  diejenigen  p - i't'ibigeii 
Determinanten  aus  der  Matrix  (19)  ins  Auge,  welche  A  zu  einer 
Ünterdeterminante  haben.  Dies  sind  nur  die  Determinanten  (13) 
und  (17),  welche  ja  nach  Voraussetzung  verschwinden.  Nach 
einem  bekannten  Satze ^)  muß  dann  jede  j?- reihige  Determinante 
aus  der  Matrix  verschwinden.  Die  letzte  Determinante  (18)  ist 
aber  eine  davon,  und  hiermit  ist   der  Beweis  geliefert. 

Es  bleibt  nur  noch  übrig,  die  Determinante  (14)  nach  den 
Elementen  der  ersten   Spalte  zu  entwickeln: 

C,h{z)^.-.-{-CJ,{z)^0. 

Würde  nun  ein  C^  identisch  verschwinden,  so  würden  die  Voraus- 
setzungen des  Satzes  schon  für  einen  kleineren  Wert  von  p 
gelten.  Man  darf  also  annehmen,  daß  ein  Koeffizient  C\  (sogar 
auch  alle)  nicht  identisch  verschwindet,  mithin  kann  man  z^  der- 
art aussuchen,  daß  Cj.  ^  0. 

Im  Falle  p  =  1  ist  der  Satz  trivial,  da  hier  fi{zi)  eben  nach 
Voraussetzung  identisch  verschwindet.  Im  Falle  p  =  '2  liegt  ein 
direkter  Beweis  schon  auf   der   Hand.^) 

Der  allgemeine  Fall.  Hier  darf  man  annehmen,  daß  ^.^  ^  ^3 
^  •  •  •  ^  A,.,  sowie  daß  Aj  >  1  ist,  denn  der  Satz  ist  ja  trivial, 
falls  A;^  =  1 ,  k  ^  1 ,  .  .  .,  V.  Dami  gilt  aber  der  vorstehende  Be- 
weis ohne  wesentliche  Modifikation,  sofern  man  die  Determinante 
in  (18)  nötigenfalls  der  Bemerkung  in  der  Anmerkung  2)  gemäß 
deutet. 


1)  Bocher,  Algebra,  Kap.  5,  §  19,  Satz  1.  ,,Ist  eine  gewisse  r-reihige 
Determinante  einer  Matrix  von  Null  verschieden,  während  alle  (r  +  1)- 
reihigen  Determinanten  verschwinden,  in  denen  sie  als  Minor  vorkommt,  so 
verschwinden  überhaupt  sämtliche  (r -j-  1 )- reihigen  Determinanten  der 
Matrix." 

2)  Der  vorstehende  Beweis  gilt  aber  auch  in  diesem  Falle,  sofern  man 
unter  der  Determinante  in  (18)  nur  j  /(»w)  (^i)  /'(^i)  |  versteht. 
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§  16.   Die  Noethersehe  Normalkurve. 

Noether  hat  eine  beliebige  algebraische  Kurve,  die  weder 
rational  noch  hyperelliptisch  ist,  auf  eine  singularitätenfreie  Kurve, 
wie  folgt,  bezogen.  Die  vorgelegte  Kurve  gibt  Anlaß  zu  einem  al- 
gebraischen Gebilde,  welches  vermöge  der  bewußten  automorphen 
Funktionen  mit    Grenzkreis  uniformisiert  werden  möge.   Seien 

t 
u„{t)  =J'0^{t)ät,  a  =  1,.  .  .,2), 

c 

die  f  Normalintegrale  ersten  Gattung.  Dann  möge 

(1)  x,=  Q0^,{t)  a  =  \,...,y, 

gesetzt  werden,  wobei  {x-^,  .  .  .,  x^,)  die  homogenen  Koordinaten 
eines  Punktes  des  projektiven  Kaumes  von  p  —  1  (komplexen) 
Dimensionen  sind.  Hierdurch  wird  eine  singularitätenfreie  Kurve 
C  definiert,  welche  auf  die  vorgelegte  Kurve  umkehrbar  eindeutig 
bezogen   wird. 

Im  übrigen  kann  man  im  hyperelliptischen  Falle  als  Normal- 
kurve folgende  nehmen: 

g{x)y''  =  h{x), 

wo  g{x),  h{x)  Polynome  (p  +  l)-ten  Grades  sind,  deren  2p  +  2 
Wurzeln  sämtlich  getrennt  liegen.  In  der  Ebene  der  Funktionen- 
theorie ist  diese  Kurve  auch  singularitätenfrei,  d.  h.  sie  hat  keine 
mehrfachen   Punkte. 

Wenden  wir  uns  jetzt  den  Einzelheiten  der  Darlegung  zu! 

1.  Satz.  Jedem  im  Grenzkreise  ^  belegenen  Punkte  t  {\t\  <  1) 
entspricht  ein  Punkt  {xi,  .  .  .,  Xp)  des  'projektiven  Baumes  Rp-i- 

Der  Satz  würde  nur  dann  unrichtig  sein,  wenn  alle  p  Funk- 
tionen 0a{i)  i"  ''iii  ^^1^*1  demselben  Punkte  t  =  r  gleichzeitig  ver- 
schwinden würden.  Das  widerspricht  aber  dem  1.  Satze  von  §  14. 

2.  Satz.  Alle  Punkte  der  Kurve  C  werden  erhalten,  indem  t  auf 

den  Fundamentalraum   %   der   automorphen  Gruppe   beschränkt  nird. 

Sei 

t'^L,{t),  /.-=1.2....,2p, 

eine  erzeugende  Transformation  der  automorphen  Gruppe.  Dann 
ist   nach   §  6  Formel  (6) 

woraus  denn  die  Kichtigkeit  des   Satzes  schon  erhellt. 
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3.  Satz.    Die    Kurve    C    hat    keine    mehrfachen    Punkte,    sofern 
man  vom  hyperelliftischen  Falle  absieht. 

Einem    mehrfachen    Pmikte    müßten    nämHch    zwei    getrennte 
Punkte  von  ^  entsprechen,  derart  daß 

ri  ^a(Ti)  =  ro  0a{r2),      öc  =  1 ,  .  .  .,  p,      r^r^  ^  0, 

wobei  Ti  und  To  zwei  getrennte  Punkte  von  ^  sind.  Nach  dem 
2.  Satze  von  §  14  ist  dies  aber  geradezu  die  Bedingung  dafür, 
daß  der  hypereUiptische  Fall  vorliegt. 

4.  Satz.    Die    Kurve    C    liegt    in    keinem    niederen    linearen 
Baume. 

Wäre  nämlich  für  alle  Punkte  von  C 

V 

Cx^x-\ VCj,Xj,  =  ^,  0<^|Ci.  |, 

60  müßte  auch 
t 

f[ci^i{t)  +  •  •  •  +  c,0,{ty]dt  =  c,u,{t)  +  .  • .  +  c,u,{t)  +  c  =  0, 

y 
und  damit  wären  die  p  Normalintegrale  erster   Gattung  linear  ab- 
hängig. 

5.  Satz.  Sind  Wa{t),  a  =  1 ,  .  .  .,  'p,  beliebige  linear  unabhängige 
Integrale  erster  Gattung  und  setzt  man 

t 
iOa[t)^fW,{t)dt  +c«,  a  =  l,.  ..,p, 

c 

(2)  y,  =  aW,{t), 

so  stellt  die  Formel  (2)  eine  Kurve  vor,  welche  durch  eine  Kollinea- 
tion  des  projektiven  -Rp_i  aus  der  Noether sehen  Normalkurve  C 
hervorgeht. 

Nach    dem   4.  Satze   von    Kap.  4,    §  15,    hängen    die    Integrale 
w'J  linear  von  den  u^J  ab: 

</  =  c,,iS^  +  •  •  •  +  c„p<  +  c„,      a  =  1 ,  .  .  .,  p, 

2"  d=  Cii  .  .  .  Cj,p  ^  0. 
Mithin  ist 

woraus  sich  denn  der  Beweis  sofort  ergibt. 

Osgood,  Funktionentheorie  II,  2  28 
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6.  Satz.  In  jedem  vorgegebenen  Punkte  t  =  x  ist  die  Matrix 

vom  Bange  2. 

Der  Satz  ist  zwar  bloß  eine  verkappte  Form  des  2.  Satzes 
von  §  14,  doch  lohnt  es  sieh  an  dieser  Stelle,  den  Beweis  ins 
einzelne  durchzuführen. 

Wäre  nämlich  die  Matrix  in  einem  Punkt  t  —  r  vom  Range  1, 
so  würden  die  jp   Gleichungen 

A^0M  +  A^'air)  =  0,  <x=  1,  .  .  .,p, 

eine   Lösung    zulassen,    wofür    A^,    A2    nicht    beide    verschwinden. 
Demgemäß  würde  die  Funktion 

A,Y,{t)  +  A,Y,..{t) 
eine  absolute  Invariante  H{t)  der  automorphen   Gruppe  vorstellen, 
und    da    dieselbe   unmöglich    einen    einfachen    Pol   haben    kann,    so 
müßte  der  hyperelliptische  Fall  vorliegen. 

7.  Satz.  Die  Kurve  C  verhält  sich  in  jedem   Punkte  regulär. 

Sei  {q,  t)  eine  beliebige  Stelle  von  C.  Dann  ist  bei  geeigneter 
Wahl  von  a,  ß,  nach   dem   6.  Satze 


Da   nmi 


Qo 


+  0. 


+  0, 


^'Ar)    OAt) 
so  lassen  sich  die  beiden   Gleichungen 

analytisch  nach  q,  r  auflösen.  Hiernach  erscheinen  alle  übrigen  x^ 
als   analytische   Funktionen   von    (x«,  Xß)   in   der   Nähe   der    Stelle 

{Xd,  ^(j)(,,„,  r)' 

§17.    Fortsetzung.   Projektion   der   Noetherschen   Normalkurve  C 
auf    einen    Ebenenbüschel. 

Indem  wir  die  symbolische   Schreibweise  von    Aronhold    und 
Clebsch, 
(4)  a^  =  Oi^i  +  •  •  •  +  üpXj,, 
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einführen,    projizieren    ^yir    die    Kurve    C    auf    einen    Büschel    von 
Hyperebenen,  wie  folgt: 


(5)  ^  = 


Hiermit  fällt   der  Faktor   o  fort,  und   es  ergibt  sich  emfach 

(«)  ,  ^  =  "t' 

wobei 

u^  =  Wi  01  (0  + hUp  0J,  (t) , 

Den  '2  p  uns  zur  Verfügung  stehenden  Konstanten  %,  v^, 
Ji  —  1 ,  .  .  .,  jp,  wollen  wir  nun  eine  nicht-spezialisierte  Wahl,  wie 
folgt,  angedeihen  lassen. 

a)  Die  Wurzeln  der  Funktion  v^  sollen  sämtlich  einfach  sein. 

b)  Die  Wurzeln  der  Funktion  i/^  sollen  von  denjenigen  der 
Funktion  v^j,  verschieden  sein. 

c)  Die  Wurzeln  der  Funktion 

(7)  V<JyU,f,,  —  U^V^, 

sollen  sämtlich  einfach  sein. 

Beweis,  ad  a),  b).  Vor  allem  ist  nach  §  6,  (6)  klar,  daß 
die  Funktion  z  eine  absolute  Invariante  der  automorphen  Gruppe 
ist.  Nehmen  wir  also  die  Vj.  zunächst  beliebig  an,  doch  sollen  sie 
nicht  sämtlich  verschwinden,  so  wird  die  Funktion  r^^  nur  eine 
endliche  Anzahl  m  von  Wurzeln  im  abgeschlossenen  Fundamental- 
raume  ^  aufweisen.  Sodann  nehmen  wir  die  u^  so,  daß  u^  in 
keinem  dieser  Punkte  verschwindet.  Dann  wird  durch  (5)  der  Be- 
reich ^  auf  eine  ??i- blättrige  über  der  2-Ebene  ausgebreitete  alge- 
braische Fläche  F  abgebildet,  wobei  jedoch  insbesondere  ein  Ver- 
zweigungspunkt im  Unendlichen  liegen  kann.  Dem  wird  aber  da- 
durch abgeholfen,   daß  man 

1 


setzt,  wobei  nun  alle  m  Blätter  in  den  Punkten  z  =  a  schlicht 
verlaufen.  Hiermit  ist  a)  und  zugleich  auch  b)  erledigt.  Wir 
wollen  die  (w,  r)  hinfort  auf  die  Umgebung  einer  besonderen 
Stelle  {u,v)  —  {u°,  v^)  beschränken,  wofür  a)  und  b)  gelten.  Dann 
gelten  auch  a),   b)  noch  allgemein  für  alle  solchen   Stellen  {u,v). 

28* 
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ad  c)   Die  hier  in  Betracht   kommende  Funktion  hat  die    Ge- 


stalt 

(8)       F{t,u,v)  =  - 


2  2 

i=2  j=l 


Ui  Ui 


V,    V, 


und  erweist  sich  somit  als  eine  homogene  für  keinen  Wert  von  t 
identisch  verschwindende  quadratische  Form  in  [u,  v).  Denn  für 
keinen    Wert     von     t    können     die    Determinanten    0, 0]  —  0-  0', 

t        J  J        % 

sämtlich  gleichzeitig  verschwinden  (§  16,  6.  Satz),  die  genannte 
Determinante  tritt  aber  als  Koeffizient  des   Gliedes  w^v,-  auf. 

Damit  bei  festen  Werten  von  {u,  v)  die  Größe  t  —  r  eine 
mehrfache  Wurzel  von  F{t,  u,  v)  sei,  ist  nun  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  T  auch  eine  Wurzel  der  Funktion 


F'{t,u,v)  = 


V         i 

Ui   Uj 

0i    0, 

J  =  2  j^l 

^i    ^j 

c^;' 

sei.  Würde  dies  stets  eintreten,  so  hieße  das  nichts  anderes,  als 
daß  bei  festgehaltenem  beliebigem  t  das  Polynom  F'  {t,  u,  v)  in 
{u,  v)  stets  verschwindet,  wenn  das  andere  Polynom  F{t,  u,  v)  in 
{u,  v)  verschwindet.  Nun  erkennt  man  aber  leicht,  daß  letzteres 
Polynom  keinen  mehrfachen  Teiler  hat  (ein  solcher  müßte  näm- 
lich linear  in  Ui,  .  .  .,  u^j,  v\,  .  .  .,  v^  sein,  was  sofort  zu  einem 
Widerspruch  führt),  demnach  muß  also  F'{t,u,v)  durch  F{t,u,v) 
teilbar  sein.  Des  weiteren  kann  der  Quotient  Q{t)  nicht  von 
{u,  v)  abhängen,  da  der  Teiler  und  der  Dividend  ja  von  gleichem 
Grade  in  Wj,  .  .  .,  Wp,   i\,  .  .  .,  Vp  sind.   Hieraus   erkennt   man,   daß 


=  Q{t) 


^a{t)0ß{t) 


oc,ß 


1,  ...,p, 


sein  muß,  wenn  t  zunächst  beliebig  in  der  Nähe  von  t  liegt. 
Nun  läßt  sich  aber  Q{t)  über  das  ganze  Innere  des  Einheits- 
kreises analytisch  fortsetzen,  denn  in  einem  jeden  solchen  Punkte 
t  ist  mindestens  eine  der  rechter  Hand  stehenden  Determinanten 
von  null  verschieden.   Daraus  ergibt  sich  denn,   daß 


(9) 


=  e^<'>,    Q{t)=fQ{t)dt, 


Kit)  0',{t) 
wo    ü  (t)   sich   im  ganzen   Einheitskreise    analytisch  verhält. 
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Die    Determinante   linker    Hand    werde    mit    W{t)    bezeichnet. 
Aus  der  Relation   (6),   §  6, 

^a  (0  -j^^a{t),  a  =  1,  . . .,  p,        /.•  =  1,  .  . .,  2p, 

wobei  t'  —  L}.{t)  eine  der  erzeugenden  Transformationen  der 
Gruppe  bedeutet,  folgt  durch  Differentiation,   daß 

0'  W)   =  ~ 0'  (t) ^^1-  0    (t) 

und  darum  ist 

(10)  F(n  =  ~3'^(f),  /.■  =  !,...,  2p. 

Jetzt    bilden    wir    die    im    ganzen    Kreise    |  ^  |  <  1    monogene 
Funktion  • 

Dieselbe  ist  offenlDar  eine  absolute  Invariante  der  Gruppe,  welche 
zwar  wegen  des  3.  Satzes  von  §  13  Pole,  aber  keine  Wurzeln  be- 
sitzt. Aus  diesem  Widerspruch  schließt  man  auf  die  Existenz 
einer  Stelle  {u^,  ü^)  der  Umgebung  von  (w°,  v°),  wofür  F{t,  u,  v) 
nur  eine  einfache  in  der  Nähe  von  t  belegene  Wurzel  t'  besitzt, 
und  dasselbe  gilt  auch,  wenn  {u,  v)  ein  beliebiger  Pmikt  einer 
bestimmten  Umgebung  von  {u^,  v^)  ist.  Nun  hat  aber  die  Funk- 
tion F  (t,  u,  v)  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Wurzeln  in  ^ ,  da 
der   Bruch 

offenbar  eine  absolute  Invariante  der  automorphen  Gruppe  ist. 
Nach  dem  Voraufgehenden  kann  man  also  der  Eeihe  nach  dafür 
sorgen,  daß  jede  Wurzel  nur  einfach  auftritt.  Hiermit  ist  denn 
c)  erledigt.  Sei  {u',  v')  ein  Punkt  der  Umgebung  von  (w",  v°), 
wofür  dies  eintritt.  Dann  werden  die  Bedingungen  a),  b),  c) 
auch  für  jeden  Punkt  (u,  v)  einer  geeigneten  Umgebung  von 
(w'j  v')   erfüllt. 

Die  7n-hlättrige  algebraische  Fläche  F.      Vermöge  der  Relation 

wobei  {u,  v)  ein  beliebiger  Punkt  der  soeben  festgestellten  Um- 
gebung sein  möge,  wird  nun  der  Fundamentalbereich  ^  der  auto- 
morphen Gruppe  nach  §  13,  5.  Satz  umkehrbar  eindeutig  und 
stetig,  und  im  allgemeinen  konform,  auf  eine  m- blättrige,  über  der 
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2:- Ebene  ausgebreitete  algebraische  Eiemannsche  Fläche  F  abge- 
bildet. Die  Verzweigungspunkte  von  F  entsprechen  den  sogenann- 
ten merkioürdigen  Punkten  von  %,  d.  h.  denjenigen  Punkten, 
worin  ^) 

^^^^  di~  v'^ 

verschwindet,   und  nur  diese,   denn  im  Punkte  z  =00  verläuft  ja 
jedes  Blatt  schhcht.   Damit  nun  dzjdt  verschwinde,   ist  vor  allem 
notwendig,  daß 
(12)  v^u^,  -  w^iv  =  0 

Bei.  Die  Bedingung  ist  aber  auch  hinreichend,  denn  keine  dieser 
Wurzeln  kann  mit  einer  Wurzel  von-  v^^  zusammenfallen,  da 
Vff,,  nach  a)  und  u^j,  nach  b)  keine  Wurzel  mit  v^  gemeinsam  hat. 
Da  nun  endlich  die  Wurzeln  von  (11)  sämtlich  einfach  sind,  so 
hat  die  Fläche  F  lauter  einfache  Verzweigungspunkte. 

Die  Verziveigungsfunktion.  Wir  bilden  nun  die  Funktion 

Sie  ist  vor  allem  eine  absolute  Invariante  der  Gruppe.  In  jeder 
der  m  (getrennten)  Wurzehi  der  Funktion  v,^,  hat  s  einen  drei- 
fachen Pol,  denn  —  u^v,f,,  verschwindet  ja,  wie  vorhin  schon 
bemerkt,  in  keinem  Nullpunkte  der  Funktion  r^;,.  Die  Wurzeln 
von  s  auf  F'  liegen  also  sämtlich  im  Endlichen,  und  in  jeder 
davon  hat  F  einen  Verzweigungspunkt. 

Ob  diese  Bedingungen  bereits  genügen,  damit  s  zur  Fläche  F 
gehöre,  mag  dahingestellt  bleiben,  jedenfalls  kann  man  aber  den 
Punkt  (w,  v)  in  der  Nähe  von  {u',  v')  so  wählen,  daß  dies  der 
Fall  sein  wird.  Seien  t  —  r,  a  zwei  Wurzeln  von  i\f,,  und  halten 
wir  die  Koeffizienten  i\,  .  .  .,  i\  fest.  In  den  beiden  dazugehörigen 
Punkten  z  =00  von  F  wird  der  erste  Koeffizient  im  Hauptteil 
von  s,  nämlich 


lim  -,, 


durch   die  Formel  gegeben, 


(14)  -    ,'  resp.  -„V—- 

1)  Unter  v^y,v\p,  usw.  verstehen  wir  bloß  die  gewöhnliche  Potenz  der 
Punktion  V(jy,  da  die  synibolische  Potenz  hier  für  uns  gar  nicht  in  Be- 
tracht kommt. 
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Würden  nun  diese  Glieder,  bei  festgehaltenem  (v),  für  jede  Wahl 
von  (w)  in  der  Nähe  von  {u')  einander  gleich  sein,  so  müßte 

Dann  wäre  F  aber  hyperelliptisch.  Sei  (m)  also  ein  der  bewußten 
Umgebung  entsprechender  Punkt,  wofür  die  Glieder  (14)  für  kein 
Wurzelpaar  a ,  r  miteinander  übereinstimmen. 

Auf  Grund  der  voraufgehenden  Entwickelungen  heißt  eine  der- 
artige Funktion  s  die  Verzweigungsfunktion.  Sie  ist  das  Analogon 
von  y  im  hyperelhptischen  Falle: 

Anzahl  der  Wurzeln  von  v^^^t,)-  ^^'i^  sind  jetzt  in  der  Lage, 
den  Wert  von  m  zu  berechnen,  und  zwar  auf  Grund  der  Eie- 
mannschen  Formel,  4.  Kap.,   §  20: 

-  =  m. +  p-  1. 

Da  5  nämlich  im  ganzen  3  m  Pole  hat,  so  hat  diese  Funktion 
auch  %m  Wurzeln,  womit  sich  denn  w  als  3m  erweist, 

— -=7n  +  p  — 1, 
m  =  2p  —  2. 

Nun  muß  aber  auch  jede  andere  Funktion  u^^^^^O  die  gleiche 
Anzahl  von  Wm'zeln  haben,  da  W(j,/iV/,  eine  absolute  Invariante 
ist,  woraus  sich  denn  ergibt,  daß  der  Zähler  ebenso  oft  ver- 
schwindet, wie  der  Nenner.  Hiernüt  haben  wir  den 

1.  Satz.  Jede  Funktion  u^^^^^,  insbesondere  auch  jedes  Oai^) 
hat  'Ip  —  2  Wurzeln  in  ^. 

Die  Zahl  der  Verzweigungsjounkte  der  Fläche  F  ist  6p  —  6. 

Von  der  Verzweigungsfunktion  s  wird  in  Kap.  6,  §  14  weiter 
die  Rede  sein. 

Das  volle  Formensystem.     Wir  beweisen  jetzt  den  folgenden 

2.  Satz.  Jede  absolute  Invariante  H{t)  der  automorphen  Gruppe 
resp.  jede  eindeutige  Funktion  an  der  algebraischen  Kurve  C  läßt 
sich  rational  und  homogen  durch  die  0a{i)  resp.  durch  [x-^,  .  .  .,  Xj,) 
ausdrücken. 


428      II)  5.  Das  Existenztheorem.  Die  Integrale  und  die  Primfunktion 
Zum  Beweise  braucht  man  nur  eine  zweite  Funktion 

('S)  »  =  %  =  l^ 

zu  bilden,  welche  zur  Fläche  F  gehört.  Dazu  genügt,  daß  man 
einen  Wert  von  z  wählt,  wofür  alle  m- Blätter  schlicht  sind,  und 
dann  dafür  sorgt,  daß  TJ^jV^  in  den  zugehörigen  Punkten 
i  =  n,  .  .  .,  T^  lauter  getrennte  Werte  hat.  Dementsprechend 
läßt  sich  eine  beliebig  vorgegebene  am  Gebilde  F  eindeutige 
Funktion  W  rational  durch   {lo,  z)   ausdrücken: 

W  =  B{iü,z). 

Indem  man  noch  die  Werte  von  z  und  lü  aus  (5)  resp.  (G)  und 
(15)  in  B{;w,z)  einträgt,  ergibt  sich  das  in  Aussicht  genommene 
Resultat. 

Zum  Schluß  formulieren  wir  noch  einen  Hauptsatz,  dessen 
Beweis  bereits  in  den  Entwickelungen  dieses  Paragraphen  enthal- 
ten ist. 

3.  Satz.  Vorgelegt  sei  eine  beliebige  algebraische  Riemannsche 
Fläche  W,  icelche  die  erweiterte  ^- Ebene  /u-fach  überdeckt.  Dann 
läßt  sicli  W  ein-eindeutig  und  stetig  und  im  allgemeinen  konform 
auf  eine  über  der  z- Ebene  ausgebreitete  m -blättrige  algebraische 
Fläche  F  der  genannten  Art  abbilden. 

Insbesondere  hat  F  nur  ei^ifaclie  endliche  Verzweigungsjtunkte, 
und  es  existiert  eine  zu  F  gehörige  Funktion,  welche  in  jede))i  Ver- 
ziüeigungspunkte  einmal  {aber  soiist  nirgends)  verschwindet  und  in 
jedem  Blatte  einen  dreifachen  Pol  im  Unendlichen  {aber  sonst  keine 
Pole)  besitzt. 

Denn  W  läßt  sich  vermöge  der  automorphen  Funktionen  mit 
Grenzkreis  miiformisieren  und  insbesondere  auf  einen  Fundamental- 
bereich %  der  Gruppe  abbilden,  während  %  wieder  auf  die  so- 
eben besprochene  Fläche  F  bezogen  werden  kann.  Sollte  ^  ins- 
besondere hyperelliptisch  resp.  rational  sein,  so  erhellt  die  Rich- 
tigkeit des   Satzes   sofort. 

§  IS.  Projektion  der  Kurve  C  auf  eine  ebene  Kurve 
mit  Doppelpunkten. 

Projiziert  man  eine  singularitätenfreie  algebraische  Kurve 
eines  projektiven  Raumes  B„,  w  >  3,  von  einem  nicht-speziali- 
sierten  Punkte  aus  auf  eine  (Hyper-)Ebene,  so  entsteht  dadurch 
eine  smgularitätenfreie  algebraische   Kurve    des   projektiven   fin-i« 
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Ist  dagegen  n  —  S,  so  wird  dies  im  allgemeinen  nicht  mehr  mög- 
hch  sein,  jede  Km've  des  R2  wird  mehrfache  Punkte  aufweisen. 
Immerhin  kömien  wir  es  so  einrichten,  daß  diese  bloß  Doppel- 
punkte mit  getrennten  Tangenten  sind.  Hiermit  gelangen  wir  zum 
folgenden   Satze. 

Satz.  Vorgelegt  sei  eine  beliebige  irreduktibele  algebraisclie 
Raumkurre  ohne  singulare  Punkte.  Dann  läßt  sich  dieselbe  umkehr- 
bar eindeutig  und  stetig,  und  im  allgemeinen  regulär,  in  eine  ebene 
algebraische  Kurve  transformieren,  welche  keine  anderen  mehrfachen 
Punkte  in  der  ■projektiven  Ebene  als  nur  Doppelpunkte  mit  ge- 
trennten  Tangenten  hat. 

Will  man  mit  den  unbewiesenen  Sätzen  der  algebraischen 
Geometrie  operieren,  so  kommt  man  rasch  zum  Ziele.  Im  Falle 
w  ^  4  bilden  nämlich  die  Sekanten  nebst  den  Tangenten  der 
Kurve  C  eine  algebraische  Hyperfläche  P3  des  w-dimensionalen 
projektiven  ß„,  mithin  kann  man  einen  Punkt  0  des  R^  finden, 
der  nicht  auf  der  F3  liegt.  Projiziert  man  C  also  von  0  aus  auf 
eine  Hyperebene  M=E„_i,  so  bildet  kein  Projektionsstrahl  eine 
Sekante,  woraus  denn  folgt,  daß  die  in  M  belegene  transformierte 
Kurve  C  einfach   ist. 

Ist  dagegen  w  =  3 ,  so  füllen  die  Punkte  von  F3  den  ganzen 
Punktraum  7?3  aus.  Jetzt  ziehe  man  die  Plück  er  sehen  Linien- 
koordinaten heran.  Aus  dieser  3Jli  wird  durch  die  Sekanten  und 
Tangenten  von  C  eine  algebraische  ^2  ausgesondert.  Soll  insbe- 
sondere eine  Sekante  die  C  mehr  als  zweimal  schneiden,  so  ist 
dies  ja  auch  eine  algebraische  Bedingmig.  Mithin  gibt  es  nur  eine 
endliche  Anzahl  derartiger  höherer  Sekanten,  oder  aber  die  C  liegt 
auf  einer  algebraischen  Eegelfläche,  deren  Erzeugenden  die  C  je 
mehrfach  schneiden.  Demgemäß  kann  man  einen  Punkt  0  finden, 
durch  welchen  lauter  Strahlen  hindurchgehen,  welche  die  C  im 
allgemeinen  nur  einmal,  insbesondere  höchstens  zweinial  treffen. 

Sei  L  eine  Sekante,  welche  die  G  in  genau  zwei  Punkten 
trifft.  Liegen  die  Tangenten  in  den  Schnittpunkten  in  einer  durch 
L  hindurchgehenden  Ebene,  so  wird  man  damit  wieder  zu  einer 
algebraischen  Bedingung  dafür  geführt.  Darnach  gibt  es  nur  eine 
endliche  Anzahl  solcher  Sekanten  oder  aber  C  liegt  abermals  auf 
einer  algebraischen  Eegelfläche,  deren  Erzeugenden  die  C  je  mehr- 
fach schneiden.  In  jedem  Falle  kann  man  einen  Punkt  0  finden, 
durch  welchen  nur  solche  Doppelsekanten  hindurchgehen,  deren 
entsprechende    Tangenten    mit  L   ein    windschiefes    System    bilden. 
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Diesem  plausiblen  Entwurf  eines  Beweises  gegenüber  läßt  sieh 
der  Satz  vermöge  der  allgemeinen  Methoden  der  Funktionentheorie 
direkt  begründen.  Zu  dem  Zwecke  fangen  wir  mit  einem  Exkurs 
über  dreifache  Sekanten  einer  Eaumkurve  im  kleinen  an,  um 
darauf  zu  algebraischen  Kurven  im  großen  überzugehen.  Endlich 
erledigt  man  die  Kurven  der  höheren  Räume  durch  analoge  Über- 
legungen. 


§  19.   Exkurs  über  dreifache  Sekanten  im  kleinen. 

Wir  betrachten  zwei  analytische  Kurvenbogen  im   E;^: 

C,:  Xi  =  xS),  i-1,2,3; 

C^:  ij.^y.{s),  i=l,2,3, 

wobei   Xi{t),   yi{s)   resp.    in   den  Punkten   t  =  t^,   s  =  Sq  analytisch 
sind   und 

3  3 

0<:^\xl{t,)',  0<2^\y',{s,)\, 


i=l 


1=1 


0<  ^  i  XiHo)-  y,{so)\. 

i  =  l 

Eine    durch    zwei    Punkte    der    bezüglichen    Umgebungen    hin- 
durchgehende Sekante  läßt  sich,  wie  folgt,  darstellen: 


(1) 


^i  =  (l  -?.)x^{t)^  ky,{s), 

Z2  =  (1  —  X)Xo{t)  +  A?/2(s), 

2,  =  {1  -^)x,{t)+  Xy,{s). 


Sei  (2°)  ein  beliebiger  von  (x)  und  (y)  verschiedener  Punkt 
derselben.  Wir  werfen  jetzt  die  Frage  auf:  Lassen  sich  die  Glei- 
chungen (1)  in  der  Nähe  des  Punktes  (i^)  nach  {t,s,?J)  auflösen? 
Dazu  genügt,  daß 


(•2) 
(B) 


^^^f  =  A(A-l)A(e,.), 


x'i  (0   y'i  (s)    x^  {t)  -  yy  (s) 
A  (^  s)  =     X2  {t)    y'o  (s)    Xo  {t)  —  y^  (5) 
I  4(0    y'Äs)    x^{t)  -  7j.^{s) 

im  Punkte   (Iq,  Sq,  /q)   nicht  verschwindet. 
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Fall  I.  A(f,  5)  ^  0.  Dann  gibt  es  in  jeder  Nähe  des  Punk- 
tes (to,  So,  Xq)  einen  Punkt  (<i,Si,Ai),  worin  A(ii,  s^)  nicht  ver- 
schwindet; darum  geht  eine  und  nur  eine  Sekante  durch  jeden 
Punkt  der  Nähe  des  dem  Wertesysteme  (t^,  Sj,  /j)  entsprechenden 
Punktes   (z)  —  (z^)   hindurch,   wo   A^    nur   =H  0,  1. 

Würde  es  nun  eine  Kurve 

geben,  die  durch  jede  der  Nachbarschaft  des  Punktes  {to,  Sq,  ^) 
angehörige  Sekante  von  Cj,  C,  in  der  Nähe  der  Stelle  ^  =  io 
getroffen  würde,  so  müßte  es  auch  insbesondere  eine  Stelle  I  =  li 
von  C3  geben,  welche  auf  jener  Sekante  (t^,  s^,  Aj)  liegt.  In  der 
Nähe  des  Punktes  (z^)  des  Raumes  lassen  sich  die  Gleichungen  (1) 
nach  t,  s,  X  analytisch  auflösen,  wobei  sich  insbesondere  ergibt, 
daß 

t  =^  t  [Zi ,  Z2 ,  Z^j  ,  S  =^  S  [Zi ,  Z2 ,  z^) . 

Dabei  verhalten  sich  die  Funktionen  i(2'i,  ^'2,  ^s),  s{Zi,  Z2,  z^)  ana- 
lytisch im  Punkte  (z^).  Soll  nun  eine  Sekante  von  Ci,  C^  auch  C3 
in   der   Nähe  von   {z'^)   treffen,   so   muß 

wo  i(|)  =  t\_Zi{i),  5^2 (^)>  %(^)]  usw.  Nun  läßt  sich  aber  ein  Punkt 
(t,  s)  =  (fg,  So)  der  Umgebung  von  {ti,  s^)  so  wählen,  daß  den 
Gleichungen 

nicht  genügt  werden  kann,  womit  denn  dargetan  worden  ist,  daß 
die  Kurve  C  =  (Cj,  Cg,  C3)  nicht  lauter  dreifache  Sekanten  be- 
sitzt. 

Geometrisch  heißt  die  Bedingung  A(i,  s)  4=  0,  daß  die  Ver- 
bindungsstrecke der  Punkte  (t)  und  (s)  von  der  Tangente  in  je- 
dem dieser  Punkte  verschieden  ist,  sowie  ferner,  daß  die  beiden 
Tangenten  sich  nicht  treffen,  so  daß  also  die  beiden  durch  jene 
Verbindungsstrecke  und  eine  der  Tangenten  bestimmten  Ebenen 
nicht  zusammenfallen. 

Fall  II.  A(i,  s)  =  0.  Hält  man  s  =  s^  fest  und  läßt  man  t 
längs  Cj  wandern,  so  sagt  obige  Bedingung  eben  aus,  daß  die 
Tangente  von  C\  stets  durch  die  Tangente  von  C2  in  Sq  hindurch- 
geht, demi  diese  beiden  Tangenten  liegen  ja  in  einer  Ebene  mit 
der  Verbindungsgeraden  von  t  und  Sq.  Darnach  muß  C'i  auf  Grund 
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des  nachstehenden  Hilfssatzes  eine  ebene  Kurve  sein.  Hiermit  ist 
aber  auch  zugleich  dargetan,  daß  Ca  eine  ebene  Kurve  ist,  und 
zwar  fallen  die  beiden  Ebenen  zusammen. 

Hilfssatz.  Trifft  die  Tangente  einer  Kurve  stets  eine  feste  Ge- 
rade, so  liegt  die  Kurve  in  einer  Ebene. 

Wir  wollen  die  Gerade  in  die  2- Achse  verlegen.  Die  Gleichung 
der  Tangente  lautet  allgemein 

X—x _ Y—y _Z—z 

x'      ~      y'      ~     z'     ' 

Dieser  Gleichung  wird  stets  durch  die  Koordinaten  {X,Y,Z) 
=  (0,0,Z)  genügt.  Mithin  ist  insbesondere 

xy'  —  x'y  =  0, 
woraus  denn  erhellt,  daß 

Ax-h  By  =  0,  0<m+|B|,  w.  z.  b.  w. 

Als  Endresultat  ergibt  sich  nunmehr  der 

1.  Satz.  Damit  jede  Sekante  der  Kurven  C^  und  C^  eine  dritte 
Kurve  C^  noch  trifft,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  alle  drei 
Kurven  in  ein  und  derselben  Ebene  liegen. 

Wir  fügen  noch  den  weiteren  Satz  hinzu. 

2.  Satz.  Ist  A(f,  s)  ^  0,  so  gibt  es  in  jeder  Nahe  des  Punktes 
{Iq  ,  Sq)  eine  Stelle  [t-^ ,  s^)  derart ,  daß  die  durch  die  Strecke  (tj) ,  {Sj} 
und  die  Tangente  in  (tj)  resp.  (Sj)  bestimmten  Ebenen  nicht  zusam- 
menfallen. 

Aus  dem  2.  Satze  liest  man  noch  den  folgenden  Satz  so- 
fort ab. 

3.  Satz.  Sei  0  ein  von  (ij)  und  (sj)  getrennter  Punkt  der  Ver- 
bindungsgeraden dieser  beiden  Punkte.  Projiziert  man  Cj  und  C^ 
von  0  aus  auf  eine  nur  nicht  durch  0  hindurchgehende  Ebene,  so 
schneiden  sich  die  Bildkurven  unter  einem  nicht  verschwindenden 
Winkel. 

§  20.  Fortsetzung.     Der  Fall  A  {t,  s)  =  0.     Projektion 
von  Kaumkurven. 

Sei  0  :  (z^)   ein  Punkt  einer   Sekante  (/o>^"o)>  wofür 

A(<o,5o)  =  0,  /o  =1-0,1, 

und  sei 

A(/,6-)^0. 
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Dann  fegen   die  benachbarten   Sekanten,  wofür 

A{t,s)  =  0, 

nur  eine  Mannigfaltigkeit  zweiter  Dimension  aus  der  Umgebung 
von  0  aus. 

In  der  Tat  sei  \{t,  s)  ein  im  Punkte  (^o;  ^o)  irreduktibeler 
Teiler  von  A{t,  s).  Dann  läßt  sich  das   Gebilde 

\{t,s)  =  0 
in  der   Nähe  von   {Iq,  s^)  vermöge  der   Gleichungen 

t  =  f{u),  s  =  (p(ju) 

uniformisieren,  wobei  f(ß),  (p(ju)  sich  im  Punkte  ^^  =  0  analytisch 
verhalten.  Trägt  man  diese  Werte  in  den  Gleichungen  (1),  §  19, 
ein,   so   kommt 

z,  =  Fi{X,iu),  i=  1,2,3, 

w^obei  Fi{?,,  /u)   sich  im  Punkte   (Aq,  0)   analytisch  verhält. 

Nun  gibt  aber  der  Stanford -Vortragt)  vollkommenen  Auf- 
schluß über  das  Abbild  9JI2  ^^^  (5;)-Eaume  der  Umgebung  der 
Stelle  {Iq,  Sq,  ?.q)  im  {t,  s,  A)- Räume,  und  zwar  ist  WI2,  wie  folgt, 
beschaffen.  Schließt  man  den  Punkt  0  in  einer  beliebig  kleinen 
Hypersphäre  ^  ein,  so  läßt  sich  der  außerhalb  ^  belegene  Teil 
von  WI2  mit  einer  endlichen  Anzahl  regulärer  —  präziser  gesagt, 
kanonischer  —  Flächenstücke  vollständig  überdecken. 

Da  die  Sekanten,  wofür  A{t,  s)  —  0,  eine  abgeschlossene  Man- 
nigfaltigkeit bilden,  so  erkennt  man  auch  im  großen,  daß  der 
Teil  dieser  Sekanten,  welcher  in  der  Nähe  von  0  liegt,  ebenfalls 
eine  Mannigfaltigkeit  von  derselben  Beschaffenheit  wie  jene  30^ 
ausmachen.  Und  da  nun  ferner  der  projektive  Raum,  worin  C 
liegt,  ebenfalls  abgeschlossen  ist,  so  erhellt,  daß  nach  Einbettung 
von  C  in  einer  Nachbarschaft  S  der  Teil  der  betreffenden  Se- 
kanten, welcher  außerhalb  S  liegt,  höchstens  eine  endliche  Anzahl 
von  Punkten  enthält,  die  durch  Hypersphären  auszuschließen  sind, 
derart  daß  der  Rest  der  bewußten  Sekanten  mit  einer  endlichen 
Anzahl  kanonischer  Flächenstücke  überdeckt  werden  kann. 

Aus  der  voraufgehenden  Untersuchung  geht  nun  das  folgende 
Theorem  hervor. 

1)  Kap.  7,  §  19. 
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Hauptsatz,  Sei  C  eine  einfache  irreduktihele  algebraische 
Kurve  des  'projektiven  B^.  Projiziert  man  dieselbe  von  einem  nicht- 
spezialisierten  Punkte  0  aus  auf  eine  Ebene,  M,  so  entstellt  da- 
durch eine  irreduktibele  algebraische  Kurve,  welche  in  der  projektiven 
Ebene  M  höchstens  Doppelpunkte  mit  getrennten  Tangenten  aufweist. 

Zum  Beweise  braucht  man  nur  von  einem  Punkte  0  aus  zu 
projizieren,  welcher  nicht  auf  der  Ausnahmemannigfaltigkeit  W.2. 
liegt. 

§  21.  Projektion  von  Kurven  eines  J?„,  w  >  3. 

Wir  wenden  uns  jetzt  dem  Beweise  des  Satzes  von  §  18 
zu.  Es  genügt,  w  =  4  zu  setzen.  Sei  also  eine  Sekante  der  sin- 
gularitätenfreien irreduktibelen  algebraischen  C  des  projektiven  B^ 
durch   die   Gleichungen   dargestellt: 

z^=^{\-l)x^{t)  +  Xij^{s), 
z^  =  (1  —}.)x^{t)  +  ).ij2{s), 
^3  =  (1  —  K)  a-3  {t)  +  A  7/3  (s), 

z,  =  {\-X)xS)  +  ^yds), 


(1) 


wobei  (^i,  z^,  z^,  z^)  die  nicht-homogenen  kartesischen  Koordinaten 
eines  Punktes  des  B^  bedeuten.  Diese  Gleichungen  stellen  im  klei- 
nen eine  komplexe  drei-dimensionale  Mannigfaltigkeit  SDig  des  B^ 
vor,  deren  Beschaffenheit  durch  den  Stanford -Vortrag  des  nähe- 
ren erklärt  wird.  Seien  tQ,  Sq  zunächst  zwei  endliche  Punkte,  (a;°), 
(?/°)  und  sei  A  =  Aq  4=  0,  1  auch  endlich.  Dann  wird  das  Abbild 
der  Umgebung  der  Stelle  {t^,  Sq,  Xq)  zum  Teil  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Kurven  resp.  isolierten  Punkten 

F:  Za  =  /a(/0,  a  =  1,  .  .  .,  4, 

bestehen,  wobei  /aC")  sich  im  Punkte  /li  =  0  analytisch  verhält. 
Bettet  man  die  F  in  einem  beliebig  beschränkten  Bereiche  Z  ein, 
so  läßt  sich  ein  weiterer  Teil  des  Abbildes  vermöge  einer  end- 
lichen Anzahl  kanonischer  Flächenstücke  zweiter  Stufe  vollständig 
überdecken.  Bettet  man  endlich  diesen  Teil  in  einem  beliebig  be- 
schränkten Bereiche  Z'  ein,  so  kann  man  den  Rest  des  Abbildes 
vermöge  einer  endlichen  Anzahl  kanonischer  Flächenstücke  dritter 
Stufe  vollständig  überdecken. 

Hiermit  ist  für  die  Umgebung  einer  einzigen   Sekante  —  prä- 
ziser gesagt   für   die  Umgebung   einer    Stelle   (z^)   —   gesorgt.    Nun 
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bildet  aber  die  Gesamtheit  der  Sekanten  eine  abgeschlossene 
Mannigfaltigkeit.  Darnach  bestehen  alle  Punkte  einer  bestimmten 
Umgebung  von  (^"),  welche  auf  Sekanten  von  C  liegen,  aus  einer 
Mannigfaltigkeit   M3  von  gleicher  Beschaffenheit. 

So  viel  im  kleinen,  in  bezug  auf  einen  einzigen  nicht  auf  C 
belegenen  Punkt  {z^) ,  wodurch  Sekanten  hindurchgehen.  Bettet 
man  nun  C  in  einem  beliebig  beschränkten  Bereiche  S  ein,  mid 
betrachtet  man  die  außerhalb  S  belegenen  Pmikte  der  Sekanten, 
so  hat  man  es  wieder  mit  einer  abgeschlossenen  ^lannigfaltigkeit 
zu  tun.  Dem  in  Bd.  I,  Kap.  I,  §  12,  S.  50  dargelegten  Prinzipe 
zufolge  kann  man  nmi  diese  ganze  Mannigfaltigkeit  mit  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Teilbereichen  überdecken,  deren  jeder  eine 
Mannigfaltigkeit   3JI3  der  vorstehenden  Art  ist. 

Hiermit  ist  der  Beweis  geliefert.  Die  Ausnahmepunkte,  die 
als  Projektionszentren  nicht  auftreten  dürfen,  liegen  auf  einer 
dreidimensionalen  Mannigfaltigkeit,  welche  wir  nun  vollstänjdig  be- 
herrschen. Man  kann  also  Punkte  0  finden  —  und  diese  bilden 
die  große  Mehrzahl  aller  Punkte  des  projektiven  B^  — ,  durch 
welche  keine   Sekante  hindurchcreht. 
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Indem  wir  an  die  Xormalintegrale  zweiter  Gattung,  Y'/, 
§  7,  nebst  dem  Periodenschema  derselben  anknüpfen,  bilden  wir 
eine   neue  Funktion 


(1) 


■'-  T  -'■  r 

1 


-ytg 


—  -T  (*,  s ;  T ;  Tj .  .  ,  . ,  T p). 


0p{r)  0,(tO.     .     .     0pirp) 
Dabei    sollen    die   Punkte    Tj,  .  .  .,  t,,   in    '5   liegen,    und   zwar   soll 
I  ^i(ri)      .     .     .     ^i(T,)| 


C2) 


A  = 


=1=0, 


^Ari) 


0    ix 


d.  h.   die  Punkte   Ti,  .  .  .,  t^,  sollen  nicht  verknüpft   sein. 

Als   Funktion   von   t  resp.   s  allein   betrachtet   erweist    sich  F 
als   eine  absolute   Invariante  gegenüber  der  automorphen    Gruppe. 
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Andererseits  ist   nach   §  7,  (16),   nebst    §  6,  (6), 


(3) 


F  (t)  =-~iF{r),  T  =  L«  (t),  a  =  l,2,...,  2p, 


und      dasselbe      gilt      auch       für     jedes      spätere     Argument     t^, 
A-  =  1 ,  .  .  . ,  p. 

Entwickeln    wir    nun    die    Determinante    (1)    nach    den    Ele- 
menten der  ersten   Spalte,   so  kommt 

(4)     17  =  01  (t)Y'/  +  ...  +  0^  (t)y;*  +  -^(^''=  "="-••  ••^''^• 


(5) 


T 
1 

02  (Ti).   ..   02  (Tp) 

03  (Ti)...   03  (tp) 

0^(Ti)...0p(Tp) 


A 

> 

Y<s 

^1  (tx)  .  . 

•^i(r.) 

<^3(rO.. 

•^3(r,) 

0p(rO...0,(T^) 


Dementsprechend   weisen   die  Y^*,   als    Funktionen   von    t   betrach- 
tet,  folgendes  Periodenschema  auf: 


(6) 


Daß  die  Y[\  .  .  .,  Y^*  linear  unabhängig  voneinander  sind, 
ergibt  sich  sofort  aus  (6).  Ebenso  erkennt  man,  daß  auch  die 
2  p  Funktionen  u[\  .  .  .,  Up\  Y[\  ....  Y^    linear  unabhängig  sind. 

Von  den  nicht-normalen  Integralen.  Wir  wollen  nun  ganz  all- 
gemeine Integrale  in  Betracht  ziehen.  Zunächst  werden  die  p 
Integrale  erster  Gattung  Wj,  .  .  .,  Up  durch  ein  willkürliches  linear 
unabhängiges   System  Wi,  .  .  .,  Wp  ersetzt: 


A,    . 

.    Ap 

B,    B,    .    . 

.    Bp 

y;- 

0    . 

.     0 

-20.. 

.     0 

•yts 
'2 

0     . 

.     0 

0    —  2   .    . 

.     0 

yts 

'  P 

0     . 

.     0 

0      0.. 

—  2 

(7) 


u'i  =  /.„wi  H +  ?.ipUp 


Wp=  ApiWiH \-  ÄppUp 
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(8) 


w. 


Ai     .    .    .    Ap 


CO, 


CO 


Ip 


Bi 


ß. 


CO 


1,  p+1 


G) 


1,  2p 


Wie  man  sieht,  ist  hier 


ft>„„         CO 


P  V     I    '^P,   P  +  1 


Ö!/9 


also 


^<^ß-    m 


TliWi   =  C'JiiWi    +  •  •  •  +  WijjW^ 


TliWp  =  COpiUi  +  •  •  •  +  COppUj, 


COp,  2p 


a,  /3  =  1,  .  .  .,  p, 


Da  nun  aber  die  Determinante  der  Transformation  nicht 
verschwinden  kann  —  sonst  wären  ja  die  to^,  .  .  .,  Wp  hnear 
abhängig  — ,   so  ist 


(9) 


Oi^ 


CO 


Ip 


+  0 


Ferner  erkennt   man,   daß   auch 


CO 


1,  p+i 


CO 


1,2p 


+  0 


OJ 


P  ,  2  p 


-'p,  P  +  1 

ist,   da  man  sonst   ein  Integral 

p 

o-itüi -1 +  (XpiOp,  0<y\(Xj,\, 

k  =  l 

bilden   könnte,   dessen  Periodizitätsmoduln  an  sämtlichen   ß- Quer- 
schnitten verschwinden : 


^i<^i,  p+1 


«pWp.  p  +  1  =  0, 


^l'^'^l,  2p      +   •  •  •   4-  OCpOJp^  2p      =   0, 

und    dieses    Integral    müßte    somit    eine    Konstante    sein,    womit 
denn  die  w-^,  .  .  .,  lOp  linear  verknüpft  wären. 
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Endlich  sei 
(10)  w,=fWa{t)dt, 

also  ist 

(H) 


Die  Integrale   P'/„,  Z\' ,   .  .  .,  Z^.   Wir  führen  jetzt  allgemein 


p      p 


(i  =  \  a  =  l 


jyt»    -pta 

^  ra  —  ^ts 


(12) 

ein.   Damit 

(13) 

sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,   daß 

Sei  ferner 

(15)  Z'/  =  -^"- 

Dann  ist 

(16)  z':  =  Y[^  +  2  2c.,^A^)^a> 

wobei  nach  S.  395 


oc,ß=  1, 


,i  =  l  a  =  l 
t 


u'J  =f0Jt)dt 


Ersetzen    wir    in    der    Determinante   (1)    Y'/ ,  Y'/   bzw.   durch 
Z'/,  Z'/,    so     wird     der    Wert     derselben     nicht     geändert.    Führt 

k 

man  ferner  die  W^  (r^)  an  Stelle  der  0a  {T^k)  ^^^>  so  nimmt  da- 
durch die  genannte  Determinante  den  reziproken  Wert  der  De- 
terminante 

/l    ^    2^    ±    All     •    •    '     ^PV 

als  Faktor  an,  wie  man  sieht,  indem  man  die  erst  genannte 
Determinante  nach  den  Elementen  der  ersten  Zeile  entwickelt. 
Demgemäß  ist 

z'/    z::    ...    z[^ 

!^i(T)   !Fi(rO     .     .     .     W,{r,) 


(17) 


=  /1F(<,  s;  t;  Ti,  .  .  .,  Tp). 


?^.(T)  l^.(Ti) 


•     ?^.(Tp) 
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Diese    Determinante    entwickeln    wir    nun    wieder    nach    den 
Elementen   der  ersten    Spalte.    So   kommt 

(18)       Z\'  =  W^  (r)  Z'/  +  •  •  •  +  W^  (t)  Z^*  +  F{t,s-T;T  T^)^ 


wo 
(19) 


nie  _   1 

^1  -D 


Z\' 


K   ■ 


Zf/  -  - 


D 


K   ■ 


^A^i) 


r/tS 


'^.(t.) 


und  D  =  A^. 

Aus  der  Beziehung  (16)  können  wir  nun  leicht  die  2  p 
Periodizitätsmoduln  dieses  als  Funktion  von  t  betrachteten  Inte- 
grals, welche  mit  ril,  k  =  \ ,  .  .  ., 'i'p,  bezeichnet  werden  mögen, 
explizite  hinschreiben: 


(20) 


P        V 


(X  =  1, 


V 


Hieraus    erhellt,    indem    man    diese    Formeln    in    der    Form    um- 
schreibt, 


(21a) 
(21b) 


k^  1,2,  ...,2p, 


daß  die  Koeffizienten  /u,ca)  '^ka  bloß  von  den  c^^  resp.  von  den 
Ca/?>  Kß>  dagegen  nicht  von  den  Punkten  t,  Tj,  Tg,  .  .  .,  Tj,  ab- 
hängen.  Da  nun  ferner 


(22) 
Z['  = 


r/tS 


.  ^2(r.) 


•^1(^0    .    .    .   '^x(T,) 
'^2(Ti)     .    .    .    W^{X,) 


^,(Tl) 


^.(Tp) 


,      Z^*  =  usw., 


29* 
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SO  erkennt  man,  daß  die  Periodizitätsmoduln  der  als  Funktionen 
von  t  betrachteten  Integrale  Z[\  .  .  .,  Z^,  geradeso  wie  die- 
jenigen von  Y{\  .  .  .,  YJ,*,  sämtlich  von  r,  r^,  .  .  .,  tj,  unab- 
hängig sind.   Erstere   deuten   wir  durch   das   folgende    Schema   an: 


(23) 


Berechnung  der  rjia,  i]i^  j,  +  a-   Zur   Berechnung  der  rjia,  ^i,  v  +  a 
gehen   wir   von   der   Formel    (18)    aus    und    erhalten    zunächst 


A,      . 

Ap 

B.           . 

.          .          ß. 

Z[' 

Vn      • 

•          •         »?12> 

*?1,J)  +  1 

•     •     *h ,  2  j> 

Z^J 

Vpi     ■ 

Vv ,  V 

Vp ,  V  +  1 

^?D  ,  2  p 

(24) 


yil  =  'f'i{r)r}ia  +  ---  +  'f'n{r)Vpu' 


Andererseits  hat   man  nach   (20) 


(25) 


.1  =  1 


Indem   wir   nun   die   ^^(r)    durch   die   ^k{r)   vermöge   der   zu 
(11)  inversen  Transformation 


(26) 


^iW=^/n'^i(T)+---  +  ^.;p'/'p(r), 


k=l  1=1 


ausdrücken,  geht   (25)  in 
(27) 

über.    Der   linearen    Unabhängigkeit    der   Wi{r)    zufolge    muß    nun 

p 

k  =  l 

Eine    prägnantere    Bezeichnungsweise    für    dieses    Resultat    dürfte 

wohl   folgende  sein: 

p 

(-^)  Vai  =  ^i2Cik^'ka>  A,/3=l p. 

k=l    ' 

Verfährt   man  weiterhin  geradeso   mit 

7"  I        —  r/ 
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SO  gelangt  man   zur   Auswertung  der  '>'ia,p+3} 

V         V 

(30)  ^«,^-,^=-2^  ^^iia.Ä.-'^iu  — 2A'    ,  (x,ß=\,,..,y. 

k=l 1=1 

Weiteres  über  die  Perioden  von  Z'/,  P^*„.  Indem  wir  an  die 
Formel  (18)  anknüpfen,  können  W'ir  folgende  explizite  Auswertung 
der  Periodizität smoduln  ifj^  vermöge  der  Wa{r)  und  der  r]l^.  so- 
fort angeben: 

(31)  ril  =  y^i(T)  ,;i,  +  . .  .  +  '^,(t)>?,,,  fe  =  1,  2,  . . .,  2p. 
Aus   derselben  Formel   (18)   ergibt  sich  ferner,  daß 

(32)  P[',  =  -  ivl"Z[' wl"  Z';  _jF{Us;T;T,,...,r^)  ^  ^  ^ 

a 

Dabei  liege  der  Integrationsweg  ganz  in  %.  Schneidet  man  % 
längs  letzterem  auf,  so  stellt  die  vorstehende  Formel  eine  im 
aufgeschnittenen  Bereiche  %'  eindeutige  analytische  Funktion  von 
t  dar,   denn  es  ist  ja  in  ^ 

Z','  =  ,4^-j^  +  3I{<,.,T), 

wo  21  sich  im  Zylinderbereiche   {%,  ^,  %)  analytisch  verhält. 
Da  nun  ferner 

F{ta,  s,x,  .  .  .)       =F{t,  s,r,  .  .  .), 

'F{tp  +  a,  S,  T,   .  .  .)  =  F{t,  S,  T,  .  .  .), 

also  auch 

r  r 

\dr 


rF(ta,s,T,...)dr  _    rF{t,s,r,...)( 
J  A  J  A 


usw. 


ist,  so  folgt  aus  der  Formel  (32),  daß  die  Periodizitätsmoduln 
dieses  Zweiges  des  als  Funktion  von  t  betrachteten  Integrals  P'/^ 
folgende  Werte  haben: 


-viawr %^wi" 


''h,p  +  a'^l  '  ■   ■  Vp,p  +  a'^p 


oder   allgemein  am   fe-ten    Querschnitte 


V 

■  ^Vak<"  /C=l,   ...,2p. 

a  =  1 
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Es   ergibt   sich  somit  das   Periodenschema 
(33) 


t 

A,       .     . 

A, 

B,         .     . 

•       ß. 

^  ta 

p 

p 

■-  ^rikpK" 
k=\ 

p 

-2nk,p+i'^V  •• 
fc=i 

p 

Endhch  werden  wir  zuweilen 
setzen.    So   kommt    denn    das    in    bezug    auf   t   gebildete   Schema: 


(34) 
t 


^1 


ßi 


ß. 


w\ 


'\p 


i,p  +  i 


1,2p 


'Pl 


'P,  P 


P,  P  +  1 


'p,2p 


W 


p  +  1  «^p  +  1 ,  1 


p+l,p  ^p  +  l,p  +  l 


.        .        .        (O 


p  +  1, 2p 


'Zv         \     '^2p,l 


*2p,p  '^2p,p+l 


'•2p,Zp 


Da    hier   die    2p   Funktionen   i^^,  .  .  .,  i/;2p   linear   voneinander 
unabhängig  sind,  so  kann  die  Determinante 


(35) 


nicht  verschwinden. 


CO, 


CO 


1  ,  2v 


CO 


2p,  1 


OJ 


2p  ,  2n 


1.  Aufgabe,    Sei   G{t,  r)   im   Bereiche    |<|  <  1,    |t|  <  1    ana- 
lytisch und  sei  ferner 


Dann  ist 

(36) 


G{t„T)  =  }rG{t,T), 

G{t,r,)  =  ^Git,r) 


/c  =  l,...,2p, 


p      p 


G{t,r)=::^  :<CaßOa{t)^ß{r)^ 


i=\ a=\ 
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2.  Aufgabe.  Durch  die  Formel  (12)  auf  S.  438  wird  das  all- 
gemeinste Integral   F\^g  definiert,  wofür 

ist. 

§  23.  Von  den  bilinearen  Helationen  nach.  "Weierstraß. 

Klein  geht  vom  Gedanken  aus,  das  Integral  dritter  Gattung 
als  ein  iteriertes  Integral  darzustellen,  damit  ein  besonderer 
Zweig,  womit  man  operieren  will,  explizite  zur  Darstellung 
kommt.   Aus   der  Formel 

jjts  _  ,,,„  Ü{t,r)Q{s,a) 

ergibt  sich,   daß 

^  dr  Q{t,r)         ß(s,T)  ' 

sowie  ferner,   daß 

dt   ^  ^'         dtdr  ü{t,r)  i?{t,TY 

Letztere  Funktion  erweist  sich  als  symmetrisch  in  t,  t  auf 
Grund   der  Beziehung 

Q[t,  r)  =  -  ü{r,  t). 

Sie  hat  ferner  die  Form 

1 


{t-Tf 


+  9t(f,r), 


wo  21  (f,  t)   sich  analytisch  im  Bereiche  (^,  ^)   verhält. 

ÄhnHches     gilt     auch    vom    Integral    P'/^,.    Setzt    man    insbe- 
sondere 

;^2  pts  P2  pro 

W  §^  =  1157  =  «('-)• 

SO  ist  einerseits 

c^)  §-^{-z^^)  =  -^^{-zn  =  G(t,T). 

Andererseits  ist 

(ß)  G{t,r)=^^_  +  R{t,r). 

wobei  G,  R^^[(t,r)  beide  symmetrisch  sind: 

G{t,r)  =  G{r,t),  R{t,  r)  =  E{t,  t). 
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Zur  Erhaltung  der  in  Aussicht  gestellten  Relationen  zwischen 
den  Perioden   zieht  man  nun  das  iterierte  Integral 


(4) 


fdr  fG{t,  t)  dt  resp.  fdt  |G(t,  t)  dx 

c'       c  c       b' 


in   Betracht,   wobei   die   Integrationswege  auf  verschiedene  Weisen 
zu  wählen   sind. 

Sei  c  zuerst  ein  Punkt  von  A~  und  sei  c^  der  entsprechende 
Punkt  von  ^4^.  Seien  s,  t  benachbarte  Punkt  von  c  resp.  c«, 
und  sei  C  eine  in  %  verlaufende  Verbindungskurve  von  s,  t. 
In  ähnlicher  Weise  nehme  man  y,  yß  auf  A'^  resp.  ^;^  an  und 
verbinde  benachbarte  Punkte  a,  r  miteinander  vermöge  einer  C 
nicht  schneidenden  Kurve  F.  Dann  gibt  es  einen  Zweig  von 
Pl^g,  welcher  in  der  bewußten  Umgebung,  wie  folgt,  dargestellt 
wird : 


(5) 


P«/^  =  ßt  fG{t,  t)  dr  =^fdrfG{r,  t)  di, 


und  zwar  ist  dieser  Zweig  derjenige  (genauer  gesagt,  einer  der- 
jenigen), worauf  sich  das  vorstehende 
Periodenschema  (33)  bezieht.  Hält  man 
nämlich  F  innerhalb  %  fest  und  schnei- 
det man  ^  längs  F  auf;  nimmt  man 
fernerhin  s  im  aufgeschnittenen  Bereiche 
willkürlich  an  und  betrachtet  man  das 
Integral  als  eine  Funktion  von  t  allein, 
so  kommt  ein  Zweig  der  bewußten  Art 
^'^•38-  zum  Vorschein. 

Jetzt   führe  man   den  doppelten   Grenzübergang  aus: 


(6) 


lim 


lim 


=      lim 


lim     p;;' 

(r,n)  =  {Yi,  y) 


Nach   dem   Periodenschema   (83)   haben   die   Klammern   die   Werte 


P 

resp.  -^yik^iK' 


Daraus   ergibt  sich   wegen   (G)   die    Gleichmig 
(7) 


p  p 
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Hierin    ist    die    erste    der  Weierstraßschen   Eelationen   (vgl. 
unten)   enthalten : 


Ii 


p 


{VkatOkß  —  rikßO)ka)  =0. 


Ä=l 


Deren  gibt  es  ja  ^p(p  — !)• 

Indem  wir  zweitens  c  auf  B~  und  y  auf  B~  nehmen,  ergibt 
sich  die  zweite  Eelation  Ig.  Zur  Erhaltung 
der  übrigen,  nehme  man  c  auf  A~  und  y  auf 
B^.  Ist  oc  ^  ß,  so  gilt  die  Gleichung  (5) 
immer  noch,  gerade  so  wie  in  den  vorauf- 
gehenden Fällen.  Ist  dagegen  <x  =  ß,  so  wird 
es  sich  empfehlen,  die  beiden  Kurven  G  und 
r    sich    überschneiden    zu    lassen.    Setzt    man 

t  t  t  r 

Pj  =  fdrCOit,  t)  dt,  Pa  =  fdt  fG{t,  r)  dt, 

o  $  so 

so  ist   zwar 

Pi  =  (Ol  +  2:t*,  P2  =  (Pa)2  +  27ri, 

wobei  (Pt*o)i  denjenigen  Zweig  der  Funktion  von  {t,  s)  bei  festen 
Werten  der  Parameter  (t,  a)  be- 
deutet, welcher  im  Punkte  t  =  s 
verschwindet,  und  iP\t)<i.  eine  'p*^^ 
ähnliche  Erklärung  bei  Vertau- 
schung von  Parameter  und  Argu- 
ment   zukommt. 

Die      beiden      Zweige      Pi,  -P2  *" 

unterscheiden     sich     um     ein     Viel- 
faches von  2 Tri.  Um  letzteres  zu  bestimmen,  bilden  wir  die  Diffe- 
renz  Pi  —  P2  und   bemerken,   daß 


Darum   ist 


fdr  fB{t,  t)  dt  =fdt  /P(t,  t)  dx . 

a  8  t  o 


Zur  Ausrechnung  der  Grenzwerte  dieser  Integrale  genügt  eine 
geradlinige  Figur.  Daraus  erhellt,  daß 
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T  t 


Xxmjdrjj^,  =  log  (T  -c„)  |>^^  +  «-log  (r-c) 

a  g 

t  r 

ßtfj^^^,  =  log  {t  -  y,,  J  ';  -  log  {t  -  y)  ';  =  /.i  +  V  i. 


lim 


Nun  ist   aber 


Hiernach  wird 


X  -{-  X   -^  /LI   -\-   V  =   '2,71. 


lim 


lim     PI 


(r,")  =  (Yp  +  a'Y)\_{f,s)  =  iCc,,c)       J        (t,s)  =  {c„,c) 


—      lim 


lim        P,7 


=  —  2  .T  r 


Indem  man  die  linker  Hand  stehenden  Grenzwerte  geradeso 
wie  vorhin  auswertet,  ergibt  sicli  die  letzte  der  in  Eede  stehen- 
den Eelationen: 


p 


P 


—  2'nkaOiit,j,  +  a  +  2'nk,v  +  aOika  =  —  2^Tt,  Ä  =  1,  .  .  .,  p. 


Die  Weierstraßschen  Eelationen.^) 


p 

NT 


k=\ 


{oikaVkß  —  (Ok^r];,^)  =  0; 


—  (^-*fc  ,v  +  aVk,v  +  ß  —  ^k,p  +  ßVk,i>  +  a)  —  0  I 
k  =  l 


a,  /S=  1,  -2,  .  .  .,  p 


§  24.   Von  den  bilinearen  Relationen  nach  Riemann. 

Eiemann^)  ist  auf  einem  anderen  Wege  zu  äquivalenten  Ee- 
lationen zwischen  den  Perioden  gelangt.  Letztere  lassen  sich  er- 
mitteln, indem  man  folgende  als  Funktionen  von  t  aufgefaßte 
Integrale  auswertet: 


S.  130 


1)  Prag.  Gymn.  Braunsberg  ls49  =  Werke  1,  S.  111.  I 

2)  J(yurn.  für  Math.  54  (1857)    §20  =  Werke,    1.  Aufl.  S.  121;    2.  Aufl.         ] 
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i)  fw'^dw';-, 

c 

ii)  /<dZt*; 

c 

iii)  fzl'dZ'J, 

c 

wobei  sich  C  auf  den  Eand  von  ^  bezieht. 

ad  i)    Dieses   Integral   verschwindet   schon   nach   dem   Cauchy- 
schen  Integralsatze,   und  demnach  ist 
p 

IIl.  ^[0}a,k0)ß^j,+}c  —  COa,v  +  kO)ß^jc]    =0,        tt  ,  ß  =  \  ,  .  .  .  ,  f . 

k  =  \ 

ad  ii)   Hier  ist   zunächst 
p 

A;  =  l 

Denn  es  ist 

dZ\'  =  {-^,  +  %(t,r))dt, 

<  d  Z\'  =  (^  ^^  +  33  (^  r))  dt . 
Ferner  ist  nach   (31) 

Daraus  ergibt  sich,   daß 
p      p 

^  ^  {(OakVi,v+k  —  0Ja,j>+k'ni,k)  ^i{r)  =  —  ^ni  W^ir), 

und  darum  ist 

p 

2^  {(OakVß,v+k  —  cOa,i,+k'nßk)==0,      a^ß,      a , ß  =  1 , . . . ,  j) ; 
k  =  i 

p 

2  {cJak'>la,p+k  —  OJa,p  +  k'>lak)=—^^'i',  a  =  l,...,p. 

ad  iii) 

^inUUk-  vl'vUk)  =fz['  d  ztf  +  fzi'  d  zt?  =  0. 

*  =  1  (r)  (r'o 


II 
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Zunächst   ist  nämlich 

Andererseits  ist 

d{Z['Z'J)=^Z['dZ[f  +Z'JdZ[', 
also 

fz['dZ',',-hfz\',  dZ['  =  0. 
Nun  ist   aber,  wie  wir  soeben  gesehen  haben, 

d     rix' 

und  da  die    Gleichung 

^     ryrs  ^     r/t', 


fz\',dZ['  =  27ii^Zl'\ 


Bt 


yrs  ^     ryx'» 


nach   (2)   statt  hat,   so   sind  wir  ja   bereits   am  Ziele. 

Jetzt    bleibt    nur    noch    übrig,    die    if^    durch    ihre    Werte    in 
den  »^a/?  zu  ersetzen.   So  kommt 


V 

y 


P         P  P 


.^  =  1 


0, 


also  endlieh 
II3. 


.^  {'>]akVi3,p  +  k  —  '>]a,p  +  kVßk)  —  0- 
fc  =  l 


II. 


Die  Eiemannschen   Relationen; 
p 

^   (WatW,?  p  +  k  —  Oia,p  +  k(Üßk)  =0- 

1  =  1 

X'  (    ü,  « 

--    {«^«fc  nihP-^k—OJa,p  +  k   V,n)  =   \ 

1  =  1  [  —  Ztzi,  a 

p 

.      ^  (   ^ak   f]ii,P  +  k  —    Va.p^k   riiik)  =0. 
fc=l 

(X,  ß  ^\,  .  .  .,'p. 


0,  oc^ß) 
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§  25.  Algebraische  Herleitung  der  bilinearen  Relationen. 

Die  bilinearen  Relationen  des  voraufgehenden  Paragraphen 
lassen  sich  auch  in  durchaus  elementarer  Weise  auf  rein  alge- 
braischem Wege  herleiten.^)  Als  Hilfsmittel  hat  man  nur  die 
Definition  einer  Matrix  nebst  den  allerelementarsten  Sätzen  be- 
treffend Matrizes  nötig. ^j 

Indem  wir  an  das  Periodenschema  (34),  §  22,  anknüpfen,  be- 
zeichnen wir  die  vier  durch  die  kleineren  Quadrate  nahegelegten 
Matrizes  mit  A,  B,  C,  D: 


B 


C       D 


Die     konjugierte    Matrix     bezeichnen    wir     durchweg    mit     einem 
Strich,  Ä',  usw. 

Aus   der  Definition   der  Multiplikation  ergibt   sich   nun  sofort: 


p 


{oikaVk.i  —  nkaOiu.i)  =  A'C  —  CA; 


i=l 


p 
i-  =  l 


^  {^k,v  +  arik,v  +  ß  —  Vk,v  +  a0^k,v  +  ß)  =  B'D  —  D'B) 

p 

^  {0Jka'nk,p  +  ,3  —  11ka^0f,^p+j)  =  A'D—  C'B; 
=  1 

p 

^  (WßfcW,?,j,+fc  —  oja,p+kOJ^n-)  ^  AB'  —  BA'; 

p 

^  {'>Ukriß,j,+k  —  ria,v+kr},ik)  =  CD'  —  DC; 


k  =  l 

p 


k=l 


J^  {(Oakll.hP  +  k  —  OJa,v  +  krißk)  =  AD'  —  BC. 
k=l 

Hiermit  lassen  sich  die  drei  bilinearen  Relationen  nach 
Weierstraß  nebst  den  entsprechenden  nach  Riemann  als 
Gleichungen  zwischen  Matrizes,  wie  folgt,  formulieren. 


1)  Dieser  Gedanke  rührt  von  Marston  Morse  her,  welcher  schon  im 
Frühjalir  1916  den  Beweis  in  allen  Einzelheiten  hergestellt  hat.  Daß  sein 
Beweis  damals  nicht  veröffentlicht  wurde,  ist  einem  bedauerlichen  Ver- 
kennen der  Wichtigkeit  desselben  seitens  der  Redaktion  eines  namliaften 
Journals  zuzuschreiben. 

2)  Bocher,  Algebra,  §  7,  sowie  §§  21,  22. 
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(1)  A'C-C'A  =  0; 

(2)  B'D-D'J5-0; 

(3)  Ä'D  —  C'B=0  resp.  —^ni; 

(4)  AB'-BA'=0; 

(5)  CD'  -DC'=0; 

(6)  ^D'  —  BC  =  0  resp.  —  2;ri. 

Bezeichnen  wir  die  Matrix  der  Transformation  (11),  §  22, 
mit  A,  diejenige  der  inversen  Transformation  (26)  mit  A,  sowie 
die  Matrizes   der  a^^,   Caß  mit  a  resp.  c,  so   ergibt  sich, 

^  =  7ii?i,  B  =  Aa, 

C  =  [jiicA]',         D  =  [acA  +  2/1]'. 

Es    sei    noch    bemerkt,    daß    a    und    c    beide    symmetrisch    sind, 
a'  =  a,   c'  ^  c. 

Zum  Beweise  der  Relationen  (1),  .  .  .,  (6)  braucht  man 
außer  der  assoziativen  Eigenschaft  der  Multiplikation  im  wesent- 
lichen nur  noch  folgende  Angaben: 

I.  a'  —  a,  c'  =  c. 

II.  Die  zu  einem  Matrixprodukt  konjugierte  Matrix  besteht 
aus  dem  Produkt  der  zu  den  einzelnen  Faktoren  konjugierten 
Matrizes,   sofern   die   Reihenfolge   der  Faktoren   umgekehrt   wird^): 

[^ß  ...]'=[...  ß'a']. 

III.  XA=1,  ylA    =  1. 

IV.  /'yl'=l,  A'X'=1. 

Denn  aus  III.  folgt,   daß 

[?.A]'  =  A'X'  =  [1]'=  1,  usw. 

ad  1).     A'C  —  CA  =  [niX]'[7iicA]'  —  [jric/1]  [niX] 

=  {niyk'A'c'  -{ni)^cA?,, 

und  dies  verschwindet  wegen  IV,  III  und   I. 

Die  übrigen  linken  Seiten  der  bewußten  Relationen  werden 
in  ähnlicher  Weise  ausgewertet,  womit  denn  der  Beweis  erbracht 
wird. 


1)  Böcher,  a.  a.  Ü.,  §  22,  6.  Satz. 
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§  26.  Algebraischer  Beweis  der  Äquivalenz  der  beiden 
bilinearen  Belationen. 

Wir  wollen  die  Eiemann sehen  bilinearen  Kelationen  auf 
rein  algebraischem  Wege  in  die  Weierstraßschen  überführen. i) 
Zu  dem  Zwecke  ändern  wir  die   Schreibweise,  wie  folgt,  ab: 

oyv+k,v^'nky,  /c=l,...,p;  r=l,...,2p. 
Hiermit  ist  w^,,,  für  die  Werte  //,  r  =  1,  .  .  .,  2j)  defmiert,  und 
die  bilinearen  Eelationen  nach  Kiemann  nehmen  jetzt  die 
Form  an: 

^  (  0,    falls  v4=p  +  /^'  f^^v; 


ll'-l 


{^t.k^r,p  +  k—    ^f.,p  +  k(^yk)   =    \ 


k  =  i  l  —  2^;^,  falls  v  =  p  +  ^; 

Der  Übersichtlichkeit  halber  führen  wir  den  Beweis  für  den 
Fall  p  =  2  aus.  Wir  bilden  die  bilineare  Form 

F  =  [x^Vz  —  x^y^)  +  {x^Vi  —  x^y^. 

Diese  Form  werde  einer  linearen  Transformation  unterworfen, 
wobei  die  y  kogredient  mit  den  x  sein  mögen,  und  zwar  der 
folgenden^): 

V'lnix^  =  (a^,,x[  +  Wg^  4  +  ^Zf.  4  +  ^^^.^\'^ 

(1)  \    V^2^2/,.  =  wi,„2/i  + cü2„?/2  + wg^,  ?/;  + w^^?/!; 

,w  =  1,  .  .  .,  2j>  =  4. 

Die  Determinante  derselben  ist  nach  §  22,  (35)  ^  0.  Und  nun 
ergibt  die  Eechnung,  daß  sich  F  gegenüber  dieser  Transformation 
invariant  verhält.  Umgekehrt,  verhält  sich  F  invariant  gegen- 
über einer  linearen  Transformation  der  bewußten  Art,  so  müssen 
die    Koeffizienten    eben    den   Eelationen    11'.    genügen. 

Vermöge  der  Eelationen  11'.  läßt  sich  die  zu  (1)  inverse 
Transformation  in  der  Form  schreiben: 

Y  Ji7Z%  iJCi   ^^=^  ^33  *^1  "i"  ^34     2  ^31     3  ÖJ39  ^±  j 

y^7lix'2,  =         ft>43  X-^  +  CÜ44  X2  —  0)41  X^  —  CO42  X^  , 

ylni  x'^  =  —  ft)i3  Xj  —  0)^4  X2  +  fo^^  x^  +  oi\2  ^i  > 
y^ni  x'^  =  —  CÜ23  Xi  —  CO24  X2  +  CO21  x.^  +  0)22  x^ , 

1)  Burkhardt,  Math.  Ann.  32  (1888)  S.  403. 

2)  Der  Leser  wird  gut  tun,  beide  Transformationen  ausführlich  hinzu- 
schreiben. 
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WOZU  noch  dieselbe  Transformation  in  bezug  auf  die  ijj.,  y^  hinzu- 
tritt.  Beweis  durch   brutales  Ausrechnen. 

Indem   man    diese   Transformation   auf  die   Form 

F'  =  {x\  y's  -  a-3  y[)  +  {x'2  y'i  -  4  y'^) 

anwendet  und  bemerkt,  daß  F'  hierdurch  in  F  übergeführt  wer- 
den muß,  bekommt  man  zwar  die  Eelationen  11'.  —  nur  für 
die   neuen  Koeffizienten  geschrieben  — 

(       P  (  0,     falls  v^^jp-^  lii,  ju^v; 

[   k  =  i        ^  '  [  —Im,    falls  r  =  p  +  ^; 

//,  V  =  1,  2,  .  .  .,  Sp. 

Das    sind    aber   eben   die    bilinearen   Eelationen   nach    Weier- 
straß. 


Sechstes  Kapitel. 

Der  Abelsche  Satz.      Sclinittpunktsätze. 
Der  Riemann-Rochsche  Satz. 


§  1.  Der  Abelsche  Satz. 

Sei  C: 
(1)  F{x,  y)  ^  0 

eine    beliebige   irreduktibele    algebraische    Kurve    und    sei 

(•2)  fB{x,y)dx, 

wo  It{x,  y)  eine  rationale  Funktion  bedeutet,  ein  Abelsches  Inte- 
gral auf  derselben.  Sei 
endlich 

(3)      (p  -  Xxp=0 

ein         Kurvenbüschel. 


Dann   wird  die   Kurve 

(3)  die    Kurve   (1)    in 
fi  veränderlichen  Punk- 
ten   treffen.   Indem   X,  " 
von  0  ausgehend,  sich                                    Fig.  4i. 

stetig  ändert,    rücken  diese   [x    Schnittpunkte  längs   C  stetig    fort. 
Wir  bilden  jetzt   den  Ausdruck 

(«1,2/1)  (Xu,yu) 

(4)  fB  {x^  ,y^)dx^  +  --'  +J'b  {x^^  ,  y^)  dx^ . 


(«i.&i) 


{au,bu) 


Dabei  denken  wir  ims  A  als  die  unabhängige  Variabele  und  fassen 
demnach  die  Funktion 


(5) 


^K,  ?/i)  dx  +  •  •  •  +  ^i^u>  Vf.)  /f 


ins  Auge.  Dieselbe  erweist  sich  als  eine  Funktion  von  A.  Vom 
algebraischen  Standpunkte  aus  leuchtet  dies,  wie  folgt,  ein.  Aus 
(3)  ergibt  sich,  daß 

Osgood,  Funktionentheorie  11,2  30 


454 

11,6. 

Der  Abels  che  Satz. 

Schnittpunktsätze.  Der 

Riemann-Rochsche  Satz 

also 

dX 
dx 

<?' 

,         dy 

=  9>.-^<PyJ-x' 

dy^_ 
dx 

Fy' 

(6) 

=  S{x,  y), 

WO   S{x,  y)    eine    rationale   Funktion    ist.    Damit   geht    (5)    in    die 

neue  Form  über: 

n\  i^ixi,yi)    ,  ,   R jXf. , yp) 

^  '  S{x,,y,)   ^'"^  S{x^,y,)' 

Da  dies  eine  symmetrische  rationale  Funktion  der  den  ju  ver- 
änderlichen Schnittpunkten  entsjDrechenden  Koordinaten  {x^,  yk) 
ist,  so  ist  der  Wert  derselben  eindeutig  durch  die  Koeffizienten 
von  (1)  und  (3)  bestimmt,  und  da  sich  alles  im  Bereiche  alge- 
braischer Beziehungen  bewegt,  so  steht  zu  erwarten,  daß  eine 
rationale  Funktion  von  A  sich  einstellen  wird. 

Die  Einzelheiten  des  algebraischen  Beweises  sind  weit  ent- 
fernt davon,  einfach  zu  sein.  Um  so  einfacher  fällt  der  analy- 
tische Beweis  aus.  Vom  Standpunkte  der  Funktionentheorie  aus 
fassen  wir  (3),  die  wir  nun  in  der  Form 

(8)  A  =  ^, 

schreiben  wollen,  als  eine  ein-eindeutige  und  stetige  Transfor- 
mation der  der  Gleichung  (1)  entsprechenden  über  der  x- Ebene 
ausgebreiteten  Eiemannschen  Fläche  F  auf  eine  über  der  A- Ebene 
ausgebreitete  Eiemannsche  Fläche  0  auf.  Auf  der  neuen  Fläche, 
wie  auf  der  alten,  verhält  sich  die  Funktion 

Rix,y) 
Six,y) 

eindeutig  und  bis  auf  Pole  stetig,  sowie  bis  auf  Pole  und  Ver- 
zweigungspunkte analytisch.  Die  Summe  (7)  drückt  eben  die 
/<  Werte  dieser  Funktion  in  den  /j,  übereinanderliegenden  Punkten 
der  Fläche  0  aus  und  erweist  sich  somit  als  eine  eindeutige 
Funktion  von  A,  welche  überdies  in  der  erweiterten  Ebene  keine 
anderen  Singularitäten  als  nur  Pole  besitzt,  sie  ist  daher  eine 
rationale   Funktion    von    X,    die   mit   r(A)    bezeichnet    werde. 

Hiermit  erhalten  wir  folgende  Auswertung  des  Ausdruckes  (4), 

(ruVi)  (a-.i/.J/,.,)  i 

(9)  fR{x„  y,)äx,  +  . .  '+fn{x^,  y,)dx^=fr{A)d).. 
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Wir  haben  die  Integrale  zuerst  aufgefaßt,  als  wenn  sie  längs 
Zweige  der  Kurve  (1)  hinerstreckt  würden.  Vom  Standpunkte  der 
Funktionentheorie  aus  w-erden  sie  über  [x  bestimmte  Wege  der 
Fläche  F  hingeführt,  und  zwar  entsprechen  sie  ein  und  demselben 
Wege  in  der  schHchten  A-Ebene,  und  somit  den  [i  übereinander- 
liegenden Projektionen   dieses  Weges  auf  die  Fläche  0. 

§  2.  Fortsetzung.      Integrale  erster  Gattung. 

Sei 

I  B{x,  y)dx  =  w{x) 

ein  überall  endliches  Integral.  Dann  kann  die  linke  Seite  der 
Gleichung  (9)  niemals  unendlich  werden,  und  daher  muß  sich 
r{X)  auf  die  0  reduzieren. 

Lassen  wir  die  Wege  unbestimmt,  wonach  der  Punkt 
(^ÄJ  Vk)  von  der  unteren  Grenze  des  Integrals  bis  in  die  obere 
Grenze  rückt,  so  ergibt  sich  aus  (9),  daß 

(10)  ^w (Xk)  —  yw {a„)  =  wii a>i  + h  '"2 i,<^2v, 

ifc=i  it=i 

oder  auch,   anders  geschrieben. 


(11)  yw{xj^)^^iv{ai)  mod 

*=1  k=\ 


C'J.> 


Dabei    hängen    die    Koeffizienten    /Hj,  .  .  .,  w^,    nur    von    den    Li- 
tegrationswegen,   nicht   vom  besonderen  Integrale  io[x)  ab. 

Seien  u\,  .  .  .,  Wj,  ein  beliebiges  System  von  p  linear  un- 
abhängigen Integralen  erster  Gattung.  Indem  wir  die  Fläche  F 
kanonisch  zerschneiden  und  unter  Wk{x)  einen  in  der  aufgeschnit- 
tenen Fläche  F'  eindeutigen  Zweig  der  Funktion  verstehen,  gilt 
die  Relation  (10)  für  jede  dieser  Funktionen,  wobei,  wie  bereits 
bemerkt,  das  System  von  m  Werten  das  gleiche  für  alle  p  Inte- 
grale ist.  Genauer  gesagt,  dürfen  die  jiik  stets  die  gleichen  Werte 
für  alle  p  Integrale  behalten,  wie  sogleich  nachgewiesen  wird. 
Denkbar  wäre  es  ja,  daß  in  besonderen  Fällen  die  w,-  linear 
verknüpft  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  sein  könnten.  Dann 
würden  die  w^  nicht  mehr  eindeutig  bestimmt  sein. 

Satz.  Auf  einem  beliebigen  algebraischen  Gebilde  sei  "k  eine 
eindeutige    Funktion,    welche    keine    anderen    Singularitäteii    als  nur 

30* 
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Pole  hat.  Bezeichnet  man  die  Wurzeln  von  X  mit  a,,  die  Pole  mit 
hj,  so  bestehen  zwischen  diesen  ^ju  Stellen  des  Gebildes  folgende  p 
notwendige   Bedingungen: 

(12)  ^"wfc (6,)  =  ywk (aj)  +  2jm (^ki,  k  =  l,  .  .  .,'p. 
}=i                j=i                 1=1 

Wir    haben    bereits    gesehen,    daß    diese    p    Bedingungen    auch 
umgekehrt   hinreichen,    damit   es   eine   solche   Funktion   A   gibt. 

Vom    Standpunkte   der  Kurventheorie  aus  läßt  sich   der   Satz 
folgendermaßen  aussprechen. 

Schnittpunktsatz.   Wird  eine  irreduktibele  algebraische  Kurve 
F{x,  y)  =  0 
durch  die  Kurven  eines  Büschels, 

(p  —  Xrp  =  0, 

geschnitten,  und  bezeichnet  man  die  Schnittpunkte  zweier  Kurven 
der  Schar  mit  a,-  resp.  bj,  j=l,...,/u,  so  gelten  die  p  Glei- 
chungen  (12). 

§  3.  Darstellung  einer  eindeutigen  Funktion  vermöge  der 
Integrale  dritter  Gattung. 

Der   Satz  vom  vorigen  Paragraphen  läßt  sich  umkehren. 
Satz.    Auf    einem    beliebigen    algebraischen    Gebilde    mögen    2^ 
Punkte  a,   und  bj  gegeben  sein,   derart  daß  die  p   Beziehungen 

fi  ."  2  p 

(13)  ^^ W;, (bj)  =  yWk (ö;)  +  2lm cjki,  k  =  l,  .  .  .,j>, 

j=l  7=1  1=1 

stattfinden.    Dann    gibt    es    eine    eindeutige    Funktion    am    Gebilde, 
welche  in  den   Punkten  a,  verschivindet,  in  den   Punkten  b,  unend- 
lich   wird    und    sich    sonst  stetig  verhält,  nicht  verschwindet  und  in 
den  geivöhnlichen  Punkten  des  Gebildes  analytisch  ist. 
Zum  Beweise  bilde  man  die  Funktion 

F{x)=e'=^     '  '     , 

wobei  die  aufgeschnittene  Fläche  F'  weiterhin  durch  eine  offene, 
durch  alle  Q,ju  Punkte  a,-,  bj  hindurchgehende  Kurve  L  aufge- 
schnitten wird.  Unter  Tlg.^Xx)  verstehen  wir  dann  einen  ein- 
deutigen Zweig  dieser  Funktion  in  der  letzten  Fläche  F"  be- 
trachtet. 
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In  der  Nähe  von  %  ist 

demnach  wird 

F  (x)  =  {x-  a,)  S{x) ,  S{aj)  ^  0 . 

In   ähnUcher  Wiese  ergibt  sich  wegen  der  Beziehung 

n,.,.{x)=-\ogix-hj)+^{x), 

daß 

F{x)  =  ^^,  Sih)^0. 

An  den  Querschnitten  erster  Art,  A,,,  ist  F{x)  eindeutig. 
An  einem  Querschnitte  zweiter  Art,  Bj,,  weist  dagegen  der  Ex- 
ponent einen  Periodizitätsmodul  auf,  der  den  Wert  hat 

-2      >'{%.(&;)    -%K)). 

Wegen  der  Eelationen   (13)  hat  derselbe  den  Wert 

p 


—  2  {m„7ii-^^mj,+iaj,i}. 
1=1 

Wir  bilden  nun  den  Ausdruck 

niUi{x)  4-  •  •  •  +  npUp{x),  Ui  =  Mp+i. 

Am   fc-ten    Querschnitte  Bj,  hat    dieses  Integral   den   Periodizitäts- 
modul 

Wiöifc  +  •  •  •  +  ''ij^ttpfc- 

Da  nun  a^j  —  a^i  ist,  so  stimmt  derselbe  eben  mit  jener  früheren 
Summe  überein. 

Setzen  wir   also  endgültig 

(14)  0(a-)  =  Ce'=i      ^  ^         '=1 

so    ist    dies    die    in   Aussicht    gestellte    Funktion,    und    der    Beweis 
ist   geliefert. 

Es  sei  noch  bemerkt,  daß  die  Verzweigungs-  und  Unendlich- 
keit spunkte  keine  Ausnahmerolle  spielen.  Auch  dürfen  die  Punkte 
Oj,  .  .  .,  a^  nach  Belieben  zusammenfallen,  und  ebenso  die 
Punkte  hl,  .  .  .,  b^. 
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Der  soeben  bewiesene  Satz  entspricht  der  Darstellung  einer 
rationalen  Funktion  als  der  Quotient  zweier  Polynome,  indem 
man  die  linearen  Faktoren   miteinander  paarweise  verbindet: 

(15)  F{x)  =  c^[''~''^l  =  cn  ^=^. 

^     '  ^   ^  nix  —  h,)  x  —  hj 

Hier  wie  da  muß  die  Anzahl  der  Nullpunkte  gleich  der  Anzahl 
der  Pole  sein,  im  rationalen  Falle  sind  dagegen  alle  2/i  Punkte 
a,,  hj  völlig  willkürhch,  während  sie  im  Falle  p  >  0  stets  p  Be- 
dingungen, etwa  den  Bedingungen  (13)  unterworfen  sind. 

In  der  schlichten  Ebene,  als  Gebilde  vom  Geschlechte  p  =  0 
aufgefaßt,  bildet  x  oder  allgemeiner  eine  beliebige  lineare  Funk- 
tion von  X,  nach  Weierstraß  eine  Primfunktion,  da  sie  eine 
einzige  Wurzel  hat,  die  in  einen  willkürlichen  Punkt  verlegt  wer- 
den kann.  Diese  Funktion  ist  außerdem  eindeutig  im  großen  und 
besitzt  einen  Pol. 

Dem  gegenüber  stellen  wir  die  elliptische  a-  oder  ö- Funktion 
am  Gebilde  p  =  1 .  Diese  Funktion  hat  ebenfalls  einen  einzigen 
Nullpunkt,  der  beliebig  angenommen  werden  darf.  Sie  wird  aber 
nirgends  unstetig,  sondern  verhält  sich  überall  analytisch  im 
kleinen  in  den  gewöhnlichen  Punkten  des  Gebildes  und  bleibt 
stetig  in  den  Verzweigungspunkten  derselben.  Dafür  wird  sie  aber 
mehrdeutig  im  großen. 

Mit  Hilfe  dieser  Funktion  hat   man  die  Darstellung 

wobei  nun  etwa  2m  —  1  der  Werte  a^,  bj  im  Periodenparallelo- 
gramm genommen  und  dann  der  w-te  so  gewählt  wird,  daß 

tn  m 

7=1  7=1 

Sonst  brauchen  die  Faktoren  keineswegs  miteinander  verbunden 
zu  werden.  In  dieser  Hinsicht  geht  die  Formel  (16)  über  die 
vorhin  betrachteten  Darstellungen  hinaus,  und  diese  Formel  ist 
es,  welche  vermöge  der  Primfunktion  ü{t,  r)  verallgemeinert 
wird.   Es  ist   nämlich   im   kleinen 

Q{t,  t)  =  (^-t)<^(0,  S{r)  4=  0. 

Der  Formel  (15)  entsprechend  hat  man,   falls  p  >  1, 
(17)  ^W  =  cg4y. 
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Anwendung.  Vermöge  der  vorausgehenden  Ent Wickelungen 
kann  man  einen  einfachen  Beweis  für  die  eindeutige  Umkehrung 
eines  elhptischen  Integrals  erster   Gattung, 

w{z)  =  Cu{2)  +C',  0=^0, 

geben,  wobei  u{z)  das  Normalintegral  mit  den  Periodizitäts- 
moduln 

7ti,  a  =  r  -{-  si,  r  4=  0, 

ist.  Es  genügt,  den  Beweis  für  u{z)  zu  führen. 
Gesetzt,  es  wäre 

u{i)  =  u{ri). 

Sei  u{z)  ein  Zweig,  der  in  der  ausgeschnittenen  Fläche  F'  ein- 
deutig ist.   Dann  wäre 

w(|)  —  u{rj)  ^  mni  -\-  na. 

Hier  muß  ^  ^  r]  sein,  sonst  wäre  m  =  w  =  0,  und  die  ursprüng- 
lichen Stellen  ^,  tj  wären  für  die  unbeschränkte  Funktion  u{z) 
nicht  getrennt. 

Wir  bilden  jetzt  die  Funktion 

g77|,^(z)-2nu(z)^ 

Dieselbe  erweist  sich  als  eindeutig  auch  auf  der  nicht-aufgeschnit- 
tenen  Fläche  F  und  hat  dort  nur  eine  Wurzel  und  einen  Pol. 
Durch  diese  Funktion  wird  F  also  auf  die  schlichte  geschlossene 
Ebene  abgebildet,  was  gegen  den  Zusammenhang,  p  =  1 ,  von  F 
verstößt. 

§  4.  Darstelliing  vermöge  der  Integrale  zweiter  Gattung. 

Die  Partialbruchzerlegung  einer  rationalen  Funktion 


z  —  a        {z  —  o)2    '  '    («  —  ay 


z  —  b'{2  —  by'  '    (0  —  fa)» 

+ 

besteht  im  wesentlichen  darin,  daß  die  Funktion  im  großen  ver- 
möge der  Hauptteile  ihrer  Pole  im  kleinen  ausgedrückt  wird. 
Dabei  gehen  die  einzelnen  Glieder  aus  der  Funktion  ll(x  —  |) 
imd  deren  Ableitungen  hervor: 
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1 


(1)  Z. 


■I' 


-^4'-  ai^,-       (a;-!)^'  •  *  •'       ^^"*-  (x  — ^)^  ~  (m— 1)!  31"»-'  ^^' 

Diese  sind  nun  nichts  anders  als  die  Normalintegrale  zweiter 
Gattung  am  Gebilde  p  =  0.  Im  Punkte  |  =  oo  tritt  \jx  an 
Stelle  von  x  —  |,  die  Herleitung  vermöge  Differentiation  fällt 
aber   hier  fort. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  eine  Funktion  F{x)  herzu- 
stellen, welche  in  n  vorgegebenen  Punkten,  «i,  .  .  .,  a„  des  Ge- 
bildes Pole  besitzt  und  im  großen  eindeutig  am  Gebilde  ist. 
Beschränken  wir  uns  zunächst  auf  den  Fall,  daß  die  Pole  ein- 
fach sein  sollen,  sowie  daß  a,  ein  geiüöhnlicher  Punkt  des  Gebildes 
ist,  d.  h.  ein  endlicher  Punkt,  der  kein  mehrfacher  Punkt  ist  und 
w^orin   die   Tangente  nicht  vertikal  steht. 

Indem   wir  nun  den  Ausdruck   bilden: 

(2)         F{x)  =  Ä,Y,^{x)  +  A,Y„^{x)  +  •  •  •  +  A,Y,Jx)  +  C, 

erhalten  wir  eine  Funktion,  welche  die  vorgegebenen  Pole  auf- 
weist und  an  den  Querschnitten  erster  Art  eindeutig  bleibt.  Be- 
rechnen wir  den  Periodizitätsmodul  am  Querschnitte  B^.  Nach 
der  Formel   (4),   Kap.  4,   §  18   findet   man  als  Wert   desselben 

—  2^i9?fc(ai)  —  'lA^cpkia^) 2J„9?fc(a„), 

wo 

Soll  F{x)  also  auch  an  diesen  Querschnitten  eindeutig  sein,  so  ist 
dafür  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  p  Gleichungen  bestehen: 

AiQiiai,  bi)  -{-  A^Qiiai,  h^)  -\ h  A„Qi{a„,  &„)  =0, 

AiQiiüi,  bi)  +  AiQiiai,}}^)  -i \-  A„Q2ia„,  h„)  =  0, 

AiQj,{ay,  hi)-\-  A^Qpich,  ^2)  4 h  A„Q,,{a„,  b„)  ^0. 

Hiermit  erhalten  wir  ein  System  von  j)  linearen  homogenen 
Gleichungen  zwischen  n  Unbekannten.  Ihre  Lösung  hängt  wesent- 
lich  vom  Range  der  Matrix  ab: 


Q) 


§  4.  Darstellung  vermöge  der  Integrale  zweiter  Gattung 
(?2(ai,fci)    Q2{a%,'b2)     ■     ■     ■    Q2{a'n,'bn}    : 
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Qpi^i,  hl)   Qpia.2,b2) 


Qpia-n,  hn) 


Um  die  Ideen  zu  fixieren,  sei  zunächst  n  >  'p,  und  sei  der 
Eang,  Q,  der  Matrix  gleich  'p.  Dann  lassen  sich  gewisse  n  —  p 
der  A,c  willkürlich  annehmen,  worauf  denn  die  übrigen  durch  die 
Gleichungen    (A)    eindeutig   bestimmt    sind.    Ist    beispielsweise 


Ql  V^n-i>  +  l>  On-D  +  i) 


Qlidn,  bn) 


+  0, 


y»(ö^n-j)  +  i>  Ön-p-i-lJ 


Qpi^n,  bn) 


SO    darf    man    J^, 


Ä, 


beliebig    wählen.    Alsdann    läßt    sich 


jede      Funktion     F(x),      welche      höchstens      in       den     Punkten 
(Oj,  6i),  .  .  .,  (a„,  h„)    Pole    hat,    in    der    Form    schreiben: 


(3) 


F{x)  =  A,F,{x) 


+  A„_^F„_^{x)  +C, 


wobei  Fk{x)  insbesondere  diejenige  Funktion  F{x)  bedeutet,  welche 
dadurch  entsteht,  indem  man  Ak  —  1,  A,  =  0,  k,  j  =  1,2,  .  .  . , 
n  —  j),   k^j,   setzt.    Somit  hängt   denn  F{x)  linear  und  ganz  von 

n  —  jp  +  1 
Konstanten  ab. 

SoUte   dagegen  die  Matrix  Q)  vom  Range 

(4)  Q=  p  —  r 

sein,  so  kann  man  schon  n  —  p  +  r  der  Af.  beliebig  wählen.  All- 
gemein tritt   also   an   Stelle  von   (3)   die   Formel 

(5)  F{x)  =  A,F,{x)  +  .  .  .  +  A^_,Fy_,{x)  +  C, 
womit   denn  F{x)  linear  und  ganz  von 

(6)  iV  =  ^i  _  p  -I-  T  +  1 

Konstanten  abhängt. 

Jetzt  können  wir  die  Annahme  fallen  lassen,  daß  n  >  p  sei. 
Dann  wird  zwar  im  allgemeinen  q  —  n  sein,  falls  n  ^  p,  wie  wir 
sogleich  des  näheren  ausführen  wollen,  und  damit  wird  iV  —  1 ; 
d.  h.   die  einzige   Funktion  F{x)   ist   hier   eine   Konstante. 


462    II>  6-  Der  Abelsche  Satz.  Schnittpvinktsätze.  Der  Riemann-Rochsche  Satz 
Ist  aber  insbesondere  q  <  n,  so  wird 
A^  =  n  —  p  +  1 , 

und  daraus  geht,  unter  Benützung  von  (4),  die  Formel  (6)  wieder 
hervor.   Diese   Formel   gilt   also   allgemein. 

Rang  einer  Determinante  aus  Q).  Wir  bemerken  noch,  daß 
eine  beliebige  /c- reihige  Determinante  aus  der  Matrix  Q)  im  allge- 
meinen nicht  verschwindet.  Sei  k  zunächst  =  2  und  fassen  wir 
die  Determmante 

Qi  («1 ,  K)    Qi  («2 ,  h) 

Q2{ai,hi)    Q2{a2,h2) 

ins  Auge.  Da  kein  Qj{x,  y)  identisch  am  Gebilde  verschwindet, 
kann  man  in  jeder  Nähe  einer  vorgegebenen  Stelle  {a^,  h^)  eine 
Stelle  (a,  h)  finden,  worin  ein  Element  der  ersten  Spalte  nicht 
verschwindet.  Wäre  nun  der  Satz  nicht  richtig,  so  müßte  für 
jede   Stelle   {x,  y)   der  Umgebung  von   (a^,  h^) 

(7)  Q^ia,  h)  Q^{x,  y)  -  Q,{a,  h)  Q,{x,  y)  =  0 

sein,  und  damit  erweisen  sich  Qi{x,  y) ,  Q2{x,  y)  als  linear  ab- 
hängig. 

Vermöge  der  Methode  der  vollständigen  Induktion  wird  der 
Beweis  jetzt   ohne   weiteres   zu   Ende   geführt. 

Fassen  wir  diese  Ergebnisse  in  einen  Satz  zusammen,  so 
können  wir  sagen: 

Theorem.  Seien  (a^,  ^i),  .  .  .,  (a„,  6„)  n  gewöhnliche  Stellen 
des  vorgelegten  algebraischen  Gebildes.  Gesucht  werden  die  eindeutigen 
Funktionen  am  Gebilde,  welche  höchstens  in  diesen  Punkten  einen 
einfachen   Pol  haben. 

Sei  Q  der  Rang  der  Matrix  Q) ,  und  sei  t  =  p  —  o .  Dann 
gibt  es 

N=n  —  y-hr  +  l 

linear  unabhängige  derartige  besondere  Funktionen  ^i{x),  ...,  0y{x), 
und  jede  Funktion  der  bewußteii  Klasse  läßt  sich  linear  durch 
diese  ausdrücken: 

(8)  F{x)  =  A,0,{x)  +  ----hA^0^{x). 

Eine  besondere  Basis  [0]  besteht  schon  aus  den  N  Funk- 
tionen  (5): 

F,{x),...,F^_,{x),  F^(x)=l. 
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Daß     diese     linear    unabhängig    sind,     geht     daraus     hervor,  daß 

Fk{x),     1-^k-^N  —  l,     einen    Pol    im    Punkte     {a},,bk),  aber 

keinen  Pol  im  Punkte  {aj,hj),  1  ^j  ^  N  —  1,  j  ^  k,  hat. 
Setzt   man  nun 

(x=  1,  .  .  .,N, 

wobei  die  Determinante  der  (7,^  nicht  verschwindet,  so  bilden 
diese  [0]  offenbar  auch  eine  Basis,  und  umgekehrt  lassen  sich 
die  0jc  einer  beliebigen  Basis  in  dieser  Form  ausdrücken. 

Wir  haben  den  Satz  bloß  für  den  Fall  gewöhnlicher  Punkte 
(%.,  fc;fc),  sowie  einfacher  Pole  ausgesprochen  und  bewiesen.  Er 
gilt  aber  allgemein,  wie  in  Kap.  5,  §  14  des  näheren  ausgeführt 
ist.  Setzen  wir  jenes  Ergebnis  also  hierher,  so  können  wir  sagen: 

Der  erweiterte  Satz.  Allgemein  dürfen  die  n  Stellen  he- 
liehig  helegen  sein  und  auch  ohne  Einschränkung  miteinander  zu- 
sammenfallen, d.  h.  zu  Polen  höherer  Ordnung  Anlaß  gehen.  An 
Stelle  der  Matrix  Q)  tritt  dann  die  Matrix  (11)  von  Kay.  5,  §  14. 
Dann  gilt  der  Satz  unverändert. 

m—s 

§5.  Die  adjungierten  Q{x,y). 

Vorgelegt  sei  eine  beliebige  irreduktibele  Kurve  C^  der  pro- 
jektiven Ebene: 

(1)  F{^j)^0. 

Dann  lassen  sich  die  dazu  gehörigen  Integrale  erster  Gattung  in 
der   Form   darstellen,    Kap.  4,    §  21 : 


Fy{x,y) 
wobei 


/. 


(2)  Q{x,  y)  =  B,  Q,{x,  .j)  +  .  .  .  +  ß^  Q^{x,  y), 

und    Qk{x,y)    ein    Polynom    höchstens    vom    Grade    w  — 3    be- 
deutet. 

Ist  die  Kurve  (1)  insbesondere  kanonisch,  so  geht  jede 
Kurve  Qä  =  0  durch  jeden  Doppelpunkt  und  heißt  somit  ad- 
jungiert.    Eine  nicht-spezialisierte 

C^-s:  Q{x,y)=0 
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schneidet  die  C^  außer  in  den  Doppelpunkten  noch  in  2  p  —  2 
weitern  Punkten,  wie  man  direkt  nachrechnet.  Doch  fragt  es  sich, 
ob  einige  dieser  Punkte  nicht  fest  sein  könnten.  Daß  sämtHche 
Cm- 3  zunächst  nicht  durch  einen  gewöhnUchen  Punkt  (a ,  h)  der 
C'm  hindurchgehen  können,  erkennt  man  daraus,  daß  die  damit 
sich  ergebenden   Gleichungen 

Qicia,  b)=-  0,  fc=  1,  .  .  .,  2>, 

vermöge  der  Gleichungen  (A),  §  4,  n  =  1 ,  auf  die  Existenz  einer 
eindeutigen  Funktion  am  Gebilde  mit  einem  einzigen  Pole  erster 
Ordnung  schließen  ließen,  womit  denn  die  Kiemannsche  Fläche  F 
auf  die  schlichte  Ebene  abgebildet  werden  könnte,  also  wäre 
p=  0. 

Die  naturgemäße  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  auf  einen 
beliebig  spezialisierten  Punkt  der  Grundkurve  wird  erhalten,  indem 
man  zur  No  et  her  sehen  Normalkurve  bzw.  zum  Gleichungs- 
system (4),  Kap.  5,  §  14  übergeht,  wofür  der  Satz  ersichtlich 
richtig  ist,  um  dann  zur  ursprünglichen  C„  wieder  zurückzukehren. 
Wie  vermöge  der  Noet  her  sehen  Normalkurve  wieder  einmal  dar- 
getan wird,  schneidet  die  C^-a  die  C^  auch  im  allgemeinen 
Falle  willkürlicher  Singularitäten  in  2p  —  2  beweglichen  Punkten. 
Dementsprechend  sind  wir  berechtigt,  uns  auf  die  kanonischen 
Kurven  zu  beschränken,  sowie  die  2p  —  2  Schnittpunkte  in 
nicht-spezialisierter  Lage  anzunehmen. 

Neue  Deutung  des  Ranges  von  (Q)  und  der  Invariante  x.  Wie 
viele  C^_3  können  durch  n  Punkte  der  C^  gelegt  werden?  Seien 
(ai,&i),  .  .  .,  («„,&„)  11  gewöhnliche  Punkte  einer  C„.  Damit  eine 
Gm-z  durch  dieselben  hindurchgehe,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß   folgende    Gleichungen  erfüllt  werden: 


B) 


{  BiQi  («1,  M  +  B,Q,{a,,  fci)  +  . . .  +  B^Q^{a„  h,)  =  0, 
BiQiich,  h)  +  B.Q,{a„  6.)  +  . .  .  +  B^Q^a^,  h)  =  0, 

,  B,Q,  {a„,K)  +  B,Q,{a,,h„)  +  •  •  •  +  B^Q,{a„,b,)  =  0. 


Das  sind  eben  n  lineare  homogene  Gleichungen  in  p  Unbekannten, 
und  deren  Matrix  ist  nichts  anderes  als  die  Matrix  Q),  §  4. 
Sei  Q  der  Eang  derselben  und  sei 

T=  p-Q. 
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Dann  läßt  sich  r  als  die  Anzahl  der  C^_3  deuten,  welche  durch 
die  n  Punkte  («j,  fe,)  hindurchgehen.  Denn  man  kann  ja  t  (ge- 
eignete) B^  beliebig  annehmen,  und  die  übrigen  'p  —  r  =^  q  Bj 
werden  dadurch  eindeutig  bestimmt. 

i)  Ist  n  >  2p  —  2,   so  ist   t  ja  notwendig  stets  =  0. 
ii)  Ist  p  ^  w  ^  2p  —  2,     so    wird    r    bei    nicht-spezialisierter 
Lage  der   {a^ ,  &j)   auch   =  0 . 

iii)  Ist  endlich  1  ^  w  ^  p  —  1 ,  so  wird  r  positiv.  Bei  nicht- 
spezialisierter  Lage  wird   hier   g  =  n,   also   T=p — n. 

§  6.  Algebraische  Aufstellung  eindeutiger  Funktionen 
mit  vorgegebenen  Polen  am  Gebilde. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  die  Funktionen  algebraisch 
aufzustellen,  welche  in  n  vorgegebenen  Punkten  (aj ,  6,) ,  i  =  1 , 
.  .  . ,  w ,  Pole  besitzen,  —  oder  genauer  gesagt,  höchstens  in  diesen 
Punkten  Pole  besitzen,  denn  eine  besondere  dieser  Funktionen 
kann  ja  weniger  Pole  aufweisen,  —  ja,  es  kami  sogar  vorkommen, 
daß    sämtliche  Funktionen  sich  auf  eine  Konstante  reduzieren. 

Der  Fall  t  =  0 .  Hier  gibt  es  keine  C^  _  3 ,  welche  durch  die 
vorgelegten  n  Punkte  hindurchginge.  Darum  muß  notwendig 
n  '^  'p  sein.  Die  Zahl  N  hat  hier  den  Wert 

N  =  n  —  p  -j-  1. 

Wir  werden  später  zeigen,  falls  A'  >  1 ,  daß  man  stets  mit  ad- 
jungierten  C^,  q>m  —  3,  zum  Ziele  kommt,  Ist  insbesondere 
n  >  2p  —  2,   so   wird   stets   t  =  0   sein. 

Verknüpfte  Punktgrwp'pen.  Ist  dagegen  r  >  0,  falls  n  ^  p  bzw. 
T  >  p  —  ?i ,  falls  n  <  p ,  so  heißen  die  n  Punkte  (a^ ,  h^)  verkn  üpft. 
Durch  diese  Punktgruppe,  g^,  legen  wir  eine  C^.gund  bezeichnen 
wir  die  n'  weiteren  frei  beweglichen  Punkte  mit  (/„, : 

n  ->r  n'  —  2p  —  2. 

Sei  t'  die  Anzahl  der  C„_3,  die  durch  gf„/  gelegt  werden  können. 
Dann  erhalten  wir  wenigstens  t'  linear  unabhängige  Funktionen, 
deren  Pole  nur  in  den  Punkten  von  gf„  liegen,  indem  wir  die 
Funktion 

bilden,  wo  <po=  0  eine  besondere,  9?  =  0  eine  allgemeine  durch 
die  Punkte   von  gf„/  hindurchgehende   Kurve   bedeutet. 
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Andererseits  wissen  wir  die  genaue  Anzahl  iV  solcher  Funk- 
tionen,  Kap.  5,    §14,   daher  ist 

w  —  2>  +  T  +  l  ^t'. 

Jetzt  lassen  wir  die  beiden  Punktgruppen,  g„  und  gf„/,  ihre 
Eollen  wechseln.   So  kommt 

W'  —  p   +  t'    +   1    ^  T. 

Indem  wir  diese  beiden  Eelationen  miteinander  zusammen- 
addieren,  ergibt   sich,   daß 

w  +  W  —  22?  +  2  >  0, 
d.  h. 

0  >  0, 

sofern  nicht  in  beiden  der  erzeugenden  Eelationen  das  untere 
Zeichen  gilt.  M.  a.  W.  ist 

w  —  P  +  t  +  1  =  t'. 

Hiermit  ist  also  gezeigt  worden,  daß  die  Formel  (1)  schon 
die  allgemeinste  Funktion  liefert,  welche  nur  in  den  Punkten  von 
(/„  Pole   besitzt. 

Nicht-i'erknü'pfte  Punkte  und  adjungierte  Kurven.  Ist  t  =  0, 
so  ist  stets 

iV  =  n  —  j>  +  1. 

Wir  wollen  zeigen,  daß  die  allgemeinste  Funktion  auch  in  diesem 
Falle  durch  die  Formel  (1)  geliefert  wird,  vorausgesetzt,  daß  man 
sich  nur  adjungierter  Kurven  bedient.  Eine  Kurve  heißt  ad- 
jungiert,  falls  die  Grundkurve  nur  gewöhnliche  Doppelpunkte  be- 
sitzt, wenn  sie  durch  jeden  Doppelpunkt  hindurchgeht.  Auf  die 
Verallgemeinerung  des  Begriffs  im  Falle  höherer  Singularitäten 
wollen  wir  nicht  eingehen,  da  dies  eine  spezifische  Frage  der 
Cremonaschen  Transformationen  der  Ebene  bildet. 

Vermöge  einer  geeigneten  Kollineation  der  Ebene  können 
wir  erreichen,  daß  die  Grundkurve  C  in  der  Form  darstellbar  ist: 

fix,  y)  =  r  +  A,{x)ir-'  +  .  •  •  +  A^{x)  =  ü. 
Sei 
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die     Gleichung    einer     Kurve,     welche    durch     die    n    vorgelegten 

Punkte    (üi,  hi)   hindurchgehen   soll,    und    sei   q   der    Grad   von   F. 

In  der  projektiven  Ebene  schneiden  sich  die  Kurven  C  und  F  in 

mq    Punkten.    Soll    F  adjungiert    sein, 

so    liegen    2d    dieser    Schnittpunkte    in        -^    ^ — -^  '      \2d 

den  d  Doppelpunkten,    und    es  bleiben      ^y^  -^ 

somit 

viq  —  n  —  2d 

Fig.  42. 

Schnittpunkte  übrig. 

Wir   wollen   nun    die    soeben    erwähnte    Kurve   F  mit  Fq   be- 
zeichnen : 

FqI  (Po=^^, 

und  dann  nach  der  allgemeinsten 
F:  (p=0 

fragen,  welche  durch  die  bewußten  mq  —  n  —  ld  Punkte  hindurch- 
geht.  Dieser  letzten  Forderung  entsprechen 

{mq  —  n  —  ^d)  +  d  =  mq  —  n  —  d 

lineare  homogene  Bedingungen  betreffend  die  Koeffizienten  von  F. 
Um  zu  erkennen,  wie  viele  Koeffizienten  von  F  wirklich  frei 
bleiben,    muß    man    bedenken,    falls    q^  m,    daß    das    Polynom 
(p{x,  y)  durch  das  Polynom  f{x,  y)  teilbar  ist, 

(p{x,  y)  =  Q{x,  y)f{x,  y)  +  ^{x,  y), 
wo 

B{x,  y)  =  Cr{x)7r-^  +  C,+  i(a;)r-'  +  •  •  •  +  Cr^^-i{x), 

r  +  m  —  l  =  g,  O^r. 

Nur  die  Koeffizienten  der  Cj,{x)  sind  wesentlich  in  bezug  auf  die 
in   Eede   stehenden   Bedingungen.   Ihre   Anzahl   berechnet   sich   als 

7nr  +  |m(m  +  1)  =  mq  —  ^m{m  —  3). 

Andererseits  hat  das   Geschlecht  p  von  C  den  Wert 

p  =  Km  —  l)(m  —  2)  —  d. 

Hiernach  bleiben  mindestens 

[mq  —  |w(m  —  3)|  —  [mq  —  n  —  d]  =  n  —  p  +  ^ 

Koeffizienten   frei  zur  Verfügung.   Hätten  wir  jetzt  nur  die  alge- 
braische   Geometrie  als  Hilfsmittel,  so  müßten  wir  den  Rang  der 
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Matrix  untersuchen,  da  es  denkbarerweise  mehr  als  die  soeben 
hingeschriebene  Anzahl  linear  freier  Koeffizienten  geben  könnte. 
Das  wäre  aber  eine  schwierige,  sowie  auch  geisttötende  Arbeit. 
Auf  Grund  unserer  Kenntnisse  aus  der  Analysis  können  wir  hin- 
gegen ohne  weiteres  behaupten,  daß  es  nur  diese  Anzahl  freier 
Koeffizienten  geben  kann. 

Der  besondere  Fall,  daß  sich  die  n  vorgelegten  Punkte  schon 
vermöge  einer  adjungierten  Kurve  (m  — l)-ter  resp.  (m  — 2)-ter 
Ordnung   ausschneiden   lassen,   wird   in   ähnlicher  Weise  behandelt. 

Fassen  wir  das  Eesultat  in  einen  Satz  zusammen,  so  können 
wir   sagen : 

Satz.  Die  allgemeinste  Funktion,  welche  in  n  vorgegebenen 
Punkten  {a^,  h^),  i  =  1 ,  .  .  .,  n,  Pole  hat,  ivohei  insbesondere  einige 
oder  auch  alle  Pole  fehlen  dürfen,  wird,  wie  folgt,  erhalten.  Man 
lege  durch  die  {a^,  bi)  eine  adjungierte  tpQ  beliebiger  Ordnung  q. 
Sei  (p  die  allgemeinste  adjungierte  Kurve  gleicher  Ordnung  q.  Dann 
wird  die  in  Aussicht  gestellte  Funktio7i  in  der  Form  dargestellt: 

SL. 

Daß  man  nicht  stets  die  allgemeinste  Funktion  erhält,  wenn 
man  sich  nicht-adjungierter  Kurven  bedient,  zeigt  folgendes  Bei- 
spiel. Sei  C  eine  Kurve  fünfter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte, 
und  seien  (a^,  b^)  die  sechs  Schnittpunkte  eines  nicht  durch  den 
Doppelpunkt  gehenden  Kegelschnittes.  Durch  die  übrigen  vier 
Schnittpunkte  kann  man  dann  oo^  Kegelschnitte  legen.  So  würde 
man  denn  vermöge  der  Kegelschnitte  bloß  zwei  willkürliche  Koef- 
fizienten in  der  in  Aussicht  gestellten  Funktion  erhalten.  Nun  ist 
aber  hier  p  =  4,  also 

n  —  2)  +  l  =  6  — 4  +  1  =  3. 

Schneidet  man  dagegen  die  sechs  Punkte  (a,-,  6,)  mit  einer 
adjungierten  Kurve  dritter  Ordnung  aus,  so  werden  den  zehn 
homogenen  Koeffizienten  nur  sieben  lineare  Bedingungen  auf- 
erlegt,  und   es   bleiben  somit   10  —  7  =  3   derselben   noch   frei. 

Bemerkung.  Es  sei  noch  hervorgehoben,  daß  die  hier  dar- 
gelegte Methode  sich  innerhalb  des  Bereiches  algebraischer  Pro- 
zesse bewegt.  Die  Koeffizienten  der  besonderen  Funktionen,  wo- 
raus sich  die  allgemeinste  Funktion  linear  zusammensetzt,  hängen 
algebraisch  von  den  (a,-,  6,)  ab. 
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§  7.  Homogene  Koordinaten.      Uniformisierung. 

Wir  haben  bereits  in  Kap.  1,  §  19  die  homogenen  Koordi- 
naten eines  Punktes  der  projektiven  Ebene  eingeführt.  Fernerhin 
haben  wir  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  zweier  algebraischen 
Kurven  dieser  Ebene  definiert  und  berechnet.  Wir  behandeln  nun 
dieselbe  Frage  im  Falle  homogener  Koordinaten  und  legen  wie- 
derum die  Uniformisierung  im  kleinen  zugrunde. 

Sei 
(1)  G{x,ij)  =  0 

die   Gleichung  einer  algebraischen  Kurve  C,  wobei  G   ein   irreduk- 
tibeles  Polynom  bedeutet.   Indem  wir 

•»'S  •''3 

setzen,   so   kommt : 

G{x,y)^  ^(^i>^..=^3)^ 

•''3 

wo  r  offenbar  ebenfalls  irreduktibel  ist. 

Uniformisierung  im  kleinen.   Die  W^urzeln   der    Gleichung 

(3)  r{x„x,,x,)^0 

lassen    sich    in    der    Nähe    einer    beliebigen    Stelle    (Oj,  ag,  a^),    wie 
folgt,   uniformisieren : 

(4)  x,=  QcOi{t),  i=  1,2,3, 

wobei   (Oi{t)   sich  im  Punkte  t  =  0  analytisch  verhält   und   minde- 
stens  eine   der   Größen   cof(O)   nicht  verschwindet. 

In  der  Tat  sei  zunächst  Og  4=  0,  dann  wird  auch  co3(0)  4=  0. 
Setzt  man  nun 

a,  ,  a„ 

so  findet  bekanntlich  die  Darstellung  statt: 

(5)  x  —  a=t^(p{t),  y  —  b=  Pip{t), 

wo  (p{t),  ip  {t)  sich  im  Punkte  t  =  0  analytisch  verhalten  und  dort 
nicht  verschwinden.   Indem  man  fernerhin 

definiert,    hat    man    eine    besondere    Uniformisierung.   Daraus    ent- 
steht   noch    die  allgemeinste,  indem  man  rechter  Hand   mit   g  f{t) 

Osgood,  Funktionentheorie  II,  2  31 
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multipliziert,  wo  ^  =t=  0  beliebig  und  f  [t)  sich  bloß  im  Punkte 
t  —  0   analytisch  verhält  und   dort  nicht  verschwindet : 

^1=  Qf{t)[a  +  t^(p{t)], 

Um  letzteres  einzusehen,  gehe  man  von  einer  beliebigen  Uni- 
formisierung  (4)   aus: 

Xi  =  Q  o)i{t')  i  =  1,2,3, 

und   nehme   wieder  an,   daß   «03(0)  4=  0.   Dann   wird 

2^  =  ^  =  *-  +  '>(')• 
Hieraus  schließt  man  aber,  daß 

t'  =  xif) 

sein  muß,  wo  x{t)  sich  im  Punkte  t=0  analytisch  verhält  und 
X'{0)^-0. 

Insbesondere  hat  es  sich  ergeben,  daß  p  und  q  sich  invariant 
gegenüber  allen   Uniformisierungen  verhalten. 

Ist  dagegen  03=0,  so  liegt  der  entsprechende  Punkt  von  C 
im  Unendlichen.  Dabei  findet  jedoch  die  Darstellung  (5)  immer 
noch  statt,  wobei  nur  mindestens  eine  der  Zahlen  p,  q  negativ 
ist.^)  Sei  —  r  gleich  der  algebraisch  kleineren  dieser  beiden  Zah- 
len.  Setzt  man  nun 

X3  =  t  , 

so  wird 

0  ^  p  +  r,  sowie  0  ^  q  +  r, 

wobei  mindestens  eines  der  unteren  Zeichen  gilt,  und  hiermit 
kommt  eine  besondere  Uniformisierung  zustande.  Daraus  geht  die 
allgemeinste  geradeso  wie  vorhin  hervor. 


1)  Ist  p  <  0,  so  schreibt  man  hnker  Hand  x  statt  x  —  a,  imd  ähn- 
hch  im  Falle  q  <  ü.  Oder  man  kann  p  und  q  immer  noch  positiv  nehmen 
und  X  —  a  durch  1/x  ersetzen,  usw. 
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Bemerkung.    Geht  man    bloß  von  drei   Gleichungen 

Xi  =  Q  C0i{t),  i=  1,  2,  3, 

aus,  wobei  cOj  (t)  sich  im  Punkte  t  =  0  analytisch  verhält  und 
cOi{0)  nicht  stets  verschwindet,  so  könnten  die  cOi{t)  insbesondere 
einander  proportional  sein,  dann  würden  die  Gleichungen  bloß 
einen  Punkt  darstellen.  Damit  eine  Kurve  zustande  komme,  ist 
offenbar  notwendig  und  hinreichend,  daß  der  Rang  der  Matrix 

ll  oj[{t)      co'^it)      o/^it) 

!|  Cüi(0      (o^it)      a>s{t) 

in  bezug  auf  identisches  Verschwinden  gleich  2  sei.  Ist  diese  Be- 
dingung erfüllt,  so  bleibt  immer  noch  übrig,  für  einen  passenden 
Parameter  t  zu  sorgen,  damit  einem  Punkte  der  Umgebung  von 
(xj ,  X2,  x^)  =  {coi (0) ,  CO2 (0) ,  cog (0))  auch  nur  ein  Wert  von  t  ent- 
spreche. 

Das  Ergebnis  können  wir,  wie  folgt,  in  einen  Satz  zusammen- 
fassen. 

Satz.  Damit  die   drei  Gleichungen 

Xk  =  Q  Mk{t),  A:  =  1,  2,  3, 

eine  Kurve  vorstellen,  wobei  cok  sich  im  Punkte  t  =  0  analytisch 
verhält  und  dort  nicht  für  jeden  Wert  von  k  verschmindet,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  der  Rang  der  Matrix 

(Ol  (t)      oj'2  (t)      0)3  (t) 

Wi  (t)        (O.,  (0        CO3  (t) 

in  hezug  auf  identisches   Verschwinden  gleich  2  sei. 

Soll  der  Punkt  t  —  0  ein  gewöhnlicher  Punkt  eines  Zweiges  ^) 
sein,  so  ist  dafür  notwendig  und  hinreichend,  daß  der  Rang  der 
Matrix  im  Pu7ikte  t  =  0  gleich  2  sei. 

In  einem  beliebigen  Punkte  kann  man  nämlich  ein  co^,  etwa 
ft>3(<)  =  1  annehmen.  Ist  der  Punkt  ein  gewöhnlicher,  so  wird 
mindestens  eines  der  anderen  g>^-(0)  (also  hier  coj(O),  ö>2(0))  von 
Null  verschieden  sein,  und  umgekehrt. 

Grad   und   Ordnung   eines   Zyklv^s.    Sind    die    vorstehenden    Be- 
dingungen   sämtlich    erfüllt,    so    sei    etwa    a>3(0)  =f  0.    Dann    ergibt 
sich,  daß 
x=a-\-t^(p{t),  y=h  ^f^ipit), 

1)  Es   kann  insbesondere   ein   mehrfacher   Punkt   der   Kurve   sein. 

31* 
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wo  jp  und  q  beide  natürliche  Zahlen  sind  und  ^(0)  #=  0,  y(0)  =t=  0. 
Ist  jp  =  q,  so  üben  wir  eine  lineare  Transformation  aus: 

x'  =  Aix  —  a)  -\-  B(y  —  h), 

y'=C{x-a)-\-D{y-h), 

wodurch  denn 

x'  ^  t^{A(p{t)  +  By,it)), 

y'=  t^{C(p{t)  +J)xp{t)). 

Nun  kann  man  die  Koeffizienten  A,  .  .  .,!>  ja  stets  so  wählen, 
daß 

C(p{0)  +  D^(0)  =  0 

wird.  Dann  wird,  falls  man  vom  trivialen  Falle  einer  Geraden 
absieht, 

Es   kann   aber  nicht   zugleich   erzielt   werden,   daß   auch 

A(p{0)  -\-  By){0)  =  0 

wäre,  da  <p{0),y) (0)  nicht  beide  verschwinden  und  AD  —  BC  ^  0. 
Die   beiden   Zahlen   p   und   q   heißen   resp.    der  Grad   und    die 
Ordnung  des  Zyklus.   Sie  verhalten   sich  invariant  gegenüber  allen 
KolHneationen. 

§  8.  Anzahl  der  Schnittpunkte. 

Seien 

(1)  F{xi,  X2,  rCg)  =  0,  0{xi,  X2,  a^a)  =  0 

die  Gleichungen  zweier  Gebilde  /\,  F^,  wobei  F  und  0  zwei 
irreduktibele,    einander    nicht-äquivalente  Polynome    sind,    und    sei 

(2)  F(ai,  ttg,  ttg)  =  0,  0(ai,  «2,  «3)  =  0. 

Die  in  der  Nähe  der  Stelle  (a)  belegenen  Wurzeln  der  ersten 
Gleichung  (1)  lassen  sich  durch  ein  oder  mehrere  Gleichungs- 
systeme (4),  §  7  darstellen.  Trägt  man  diese  Werte  in  0  ein,  so 
kommt 

0[QOj,{t),  QOj,{t),  00)3(0)  =  Q""  t^^^it). 

wobei  ü{t)  sieh  im  Punkte  t=  0  analytisch  verhält  und  ü{0)  =t=  0. 
Die  Zahl  A^  soll  nun  als  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  des  be- 
wußten Zweiges  des  Gebildes  F^  mit  dem  Gebilde  A  in  (a)  de- 
finiert werden. 
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Gehen  mehrere  Zweige  von  /\  durch  (a),  so  wird  die  Ge- 
samtzahl der  Schnittpmikte  der  Gebilde  F^,  Fo,  dort  als  die 
Summe  N  -\-  N'  +  N"  +  •  •  •  der  zugehörigen  Exponenten  erklärt. 
Zerfallen  F  und  0,  so  werden  die  irreduktibelen  Paktoren  dieser 
Polynome  in  allen  möglichen  Weisen  miteinander  kombiniert. 

Es  ergibt  sich  dieselbe  Zahl  der  Schnittpunkte,  wenn  F  und 
0  ihre  EoUen  vertauschen.  Diese  Zahl  stimmt  mit  der  früheren 
Zahl  der  Schnittpmikte  der  entsprechenden  Kurven  Cj,  Cg  der 
projektiven  Ebene  überein: 

Ci:  F{x,y,l)  =  0,  0{x,y,l)=^O, 

vorausgesetzt  nur,  daß  keines  der  Polynome  (1)  durch  x^  teilbar 
ist.  In  homogenen  Koordinaten  hat  aber  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade eine  analytische  Darstellung, 

(3)  x,^0, 

welche  der  Darstellung  der  übrigen  Geraden  der  Ebene  gegenüber 
durchaus  keine  Sonderstellung  einnimmt.  Wir  brauchen  hier  also 
(wie  man  leicht  des  näheren  nachweist)  keine  besondere  Erklä- 
rung für  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  im  Falle  a<^—0  zu  for- 
mulieren. 

§  9.  Von   den  Integralen   im  Gebiete    der  homogenen  Variabelen. 

Integrale  im  binären  Gebiete.  Seien  P{zi,Z2),  Q{^-x,  z^  zwei  in 
einem  vierdimensionalen  Bereiche  T  der  komplexen  Variabelen 
(^1,  z^  stetige  Funktionen,  sei  a  —  (%,  a^  ein  beliebiger  innerer 
Punkt  von    T,  und   sei  endlich 

C:  zi  =  (jPi(A)  +  iyJiW,         ^2  =  <P2W  +  'iW2W, 

eine  von  (a)  ausgehende,  in  T  verlaufende  reguläre  Kurve.  Wir 
definieren   nun   ein   Integral   längs    C,    wie   folgt  ^): 

(1)         fP (% ,  22) dzi  -i-Q{zi,  z^) dz2 
c 

^f[P  {zi,  Z2)  {cfi'i  +  iw'i)  +Q  {^1,  ^2)  {(P2  +  'i^w'2)]d^, 


1)  Was    die    bloße    Definition    des    Integrals    anbelangt,    so    brauchen 
^(^i.^i),  Q {21,22)  nur  längs  C  erklärt  und  stetig  zu  sein. 
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und  schränken  dasselbe  noch  aus  Zweckmäßigkeitsrücksichten  ein, 
indem  wir  verlangen, 

a)  daß   für  jeden  Punkt    (b)  =  (Xa)   der   Geraden 

die  Beziehung  statt  habe^): 
(6)  ^ 

(2)  fPdz^  +  Qdz2  '-^f[P{^Mi,  Atta)«!  -\-Q{Äai,  Xa^ja^ld?.  =  0; 

(a)  1 

b)  daß,  wenn  q  eine  beliebige  in  der  Nähe  von  1  belegene 
Konstante  bedeutet  und  C  die  Kurve  ist,  welche  durch  die 
Gleichungen 

aus  C  hervorgeht,  wenn  (z)  die  Kurve  C  durchläuft,  —  daß  also 
dann 

(3)  fP{z[,  z^dz\  -\-Q{z\,  z^dz'<^  =J^P{zi,  z^)dzy  +Q{zi,  Zzjdzz. 
C'  c 

Aus   (2)   ergibt  sich  nun,   daß 

(4)  -P(Aai,  Aag)«!  +  Q(Aai,  Aag)«,  =  0. 

Setzt  man  hier  insbesondere  A  =  1  und  bedenkt,  daß  (a)  ein  will- 
kürlicher Punkt  von  T  ist,  so  erkennt  man,  daß  in  jedem 
Punkte  von   T 

(A)  %-P(2i,  ^2)  +  ^2  Qih,  ^2)  =  0. 

Vermöge  der  Beziehung  (A)  kann  man  das  vorgelegte  Inte- 
gral, wie  folgt,  umformen.  Ist  etwa  ag  4=  0»  so  gibt  es  auch  eine 
Umgebung  des  Punktes  (a),  worin  durchweg  z^  ^  0.  Mithin  kaim 
man   aus   (A)   folgern,   daß   daselbst 

Trägt   man   diesen  Wert   von  Q   im   Integral   ein,   so   kommt 

(5)  f0{:„z,){zdz), 


1)  Die  linke  Seite  dieser  Gleiclumg  soll  eben  als  das  Integral  (1)  er- 
klärt werden.  Im  übrigen  bildet  der  Punkt  (a)  =  (0,0)  eine  Ausnahme  für 
den  Beweis,  nicht  aber  für  das  Resultat  (4). 
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wo 

(6) 


{zdz) 


dzi     dz2 

Zi  Zi 


und  ^(%,  z^  in  der  Nähe  von  (a)  stetig  ist.  Das  gleiche  gilt, 
falls  «2  =  ö  >  da  dann  sicher  a^  4=  0 ,  und  hiermit  ergibt  sich  all- 
gemein, daß  das  Integral  (1)  sich  überall  in  T  in  der  Form  (5) 
darstellen  läßt,  wobei  nun  C^(^i,  z^  stetig  in   T  ist. 

Gehen    wir   jetzt    zur    Forderung    b),    also    zur    Gleichung    (3) 
über: 

j'^  (^; ,  4)  {zdz)  =f0  (01 ,  z^)  (zdz), 

C'  c 

so  ergibt  sich  zunächst,   daß 

f[Q^0{QZ^,  QZ^)  -0{Z,,  Z^)]  (zdz)  =  0. 

c 

Hieraus  schließt  man,  daß  zunächst  im  Punkte  (a)  und  somit 
allgemein 

(B)  Q^0{q^i,QZ2)  =  0{2i,22), 

wobei  {z)  ein  innerer  Punkt  von  T  und  q  geeignet  eingeschränkt 
wird.  In  der  Tat  nehme  man  zu  C  die  Kurve 

C:  zj^  =  üi  -i- (p{X),  z^  =  a2  +  ip{X), 

wo  ^'(O)  =  0,      y;(0)  =  0.   Dann  wird 

«1  +  99  (A)      a^  +  ff  (A) 
und  man  braucht  nun  (p{X),  ip{X)  nur  so  zu  wählen,  daß 
«2  «^'W-ai  v'(O)  +0, 

um  die  frühere   Schlußweise  hier  wieder  anzuwenden. 

In  der  Relation  (B)  liegt  die  Eigenschaft,  daß  ^(%,  z^  homo- 
gen von  der  —  2-ten  Dimension  ist;  A^gl.   unten   §  17. 

Die  Integrahilitätshedingung.  Bisher  haben  wir  nur  verlangt, 
daß  P{zi,Z2),  Q{zi,Z2)  stetig  in  T  seien.  Setzen  wir  noch  voraus, 
daß  sie  dort  analytisch  seien,  so  hängt  das  Integral  (1)  im  klei- 
nen nicht  vom  Wege  ab,  wodurch  zwei  nahe  beieinander  liegende 
Punkte  (a)  und  (6)  miteinander  verbunden  werden.  Anders  aus- 
gedrückt  heißt   das,   wie   folgt.    Hängt    T   einfach   zusammen   und 


(zdz) 


dl, 
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sind  (a),  (fe)  zwei  beliebige  Punkte  von  T,  so  ist  der  Wert  des 
Integrals  (2)  unabhängig  vom  Integrationswege  C.  Denn  aus  dem 
Zusätze,    §  17,   ergibt   sich,   daß 

(7)  0{Zi     Z^)  =  0{z,l)l2l  Z^ZJZ^, 

also 

(8)  f0{z„  z,)  {zdz)  =f0[z,  l)dz, 

wobei  sich  0{z,  1)   analytisch  verhält. 

§  10.  Fortsetzung.      Integrale  am  algebraisclien  Gebilde. 

Sei 

(9)  f{xi,  X2,  a-g)  =  0 

die  Gleichung  eines  algebraischen  Gebildes,  wo  i{xi,x^,x^  ein 
irreduktibeles  homogenes  Polynom   bedeutet.   Unter  dem  Integrale 

(10)  J  =  fFydx^+ P^äxo^+ P^dx^ 

c 

an  demselben  verstehen  wir  folgendes.   Sei 

C:       Xj,=  cpj,{X)+iy^M,  fc=l,2,3,  ^  ^  A  ^  A^, 

eine  reguläre  Kurve,  deren  Koordinaten  der  Gleichung  (9)  ge- 
nügen, und  sei  Pki^i,  X2,  X3),  k  =  1 ,  2,  S,  in  jedem  Punkt  von 
C  stetig.^)   Dann  ist 

J  =J  [  Pi  {(p[  +  iif[)  +  Po  {<P2  +  ^ V^2)  +  Ps  (9^3  +  Wz) }  d^- 

Liegt  der  Punkt  (a)  auf  (9),  so  liegt  auch  jeder  Punkt 
{ao),  0  <  m  <oo,  ebenfalls  auf  (9),  und  wir  verlangen  vor 
allem,   daß 


/  ^P,(Aai,  Aa2,  Aa3)a,dA  =  0 


sei.   Daraus  folgt  nun,   daß  in  jedem   Punkte   (x)  von   (9) 
(A)  a;iPi  +  a-2Po  +  a;3P3=0. 


1)  Zur  Definition  genügt  schon,  daß  die  Pj.  bloß  stetige  Funktionen 
von  A  seien.  Andererseits  kommen  für  uns  nur  solche  Fälle  in  Betracht, 
wo  Pj.(iCi,  X2,  Xj)  ein  Polynom  bzw.  der   Quotient  zweier  solchen  ist. 
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Hieraus  ergibt  sich  ferner,  daß  sich  drei  Größen  C^,  k  —  1,2,3, 
derart   bestimmen  lassen,   daß 

(11)  -^1  ^=   ^3^2  ^2^3>  -^2  ^^   ^1^3  ^3^1' 

und  zwar  auf  unendlich  viele  verschiedene  Weisen.  Ist  nämlich 
etwa  Xg  =t=  0,  so  werde  Cg  beliebig  gewählt.  Aus  den  ersten  bei- 
den  Gleichungen  erhält  man  dann 

(■tn\  n  -t  1  -f-  3:3 G3  ^  —  ^2  ~r  ^iW 

X3  X3 

Trägt  man  diese  Werte  im  Ausdruck 

ein,  so  geht  letzterer  wegen  (A)  in  Pg  über,  und  hiermit  ist  die 
Eichtigkeit  der  Behauptung  dargetan. 

Demgemäß  läßt  sich  das  Integral  auch  in  der  Form  schreiben: 

(13)  J  =JCi{x^dxs)  +  C^{x^dx^)  +  C^iix^dXi), 

c 
wobei 

[Xa  dXß)  = 


X  q  ClX  /j 


Waren  nun  die  P^  rationale  Funktionen  von   {x-^,  x^,  x^),   so  kön- 
nen die  Cjc  auch  als  rationale  Funktionen  bestimmt  werden. 
Andererseits  ergibt  sich   aus  der  Eulerschen  Eelation 

(14)  Xj_  /i  +  x^  /a  +  0:3  /g  =  w/  =  0 
nebst  der  Beziehung 

(15)  /i  dX:^  +  /a  dx^  -\-  f^dx^^O, 

sofern    nicht    gleichzeitig   fj^  =  0,    ^  =  1,2,3,    ist,    daß    eine    von 
0  verschiedene  Zahl  ju   existiert,   derart,   daß 

(16)  (xg  dx^)  =  (xji  dX,  (xg  dx^  =  fxf^  dl, 

[x^dx^  =  nUdl, 
In  der  Tat   folgt   aus   (14),    (15),   daß 

{x^dx2)h  —  {x^dx^)U  =  0, 

(^2  dX^)f^  —  (Xg  dxi)/i  =  0, 

(xg  dx^jr^  —  (xi  dx^fo  =  0. 
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Ist  nun  etwa  /s  =t=  0»  so  hat  man 

(17)  {x,dx,)==^^'^U,  {Xsdx,)=^^^^U, 

/3  /3 

und   damit   braucht   man   bloß 

(18) 


/8 


ZU   setzen,   wobei  wir   aber  noch  nachweisen   müssen,   daß  ju  ^  0. 
Wäre  nun  //  =  0,   so  müßte 


(19) 


=  0, 


(gg  d  x^) 
dX 


=  0, 


(SidXj) 
d~X 


=  0, 


Dies  kann  aber  in  einem  gewöhnhchen  Punkte  der  Kurve  nicht 
zutreffen,  da  in  einem  solchen  Punkte  eine  Uniformisierung  von 
der  Form 

x^^  Q[a  +  t^cp{t)'],  x^=  q[})  +  f^pit)],  Xs=Q 

statt  hat,  wobei  (p{0)^0,  ^(0)  =f=  0  und  mindestens  eine  der 
Zahlen  y,q  den  Wert  1  annimmt. i)  Sei  etwa  jp  =  1 ,  und  sei 
Q  =  g{}.),  t  =  h{X).    Dann  wird 


{X3dxi)  = 


dl 


Q[a  +  tcpm     [a  +  t^m^+QMt)  +  wmfj, 


dX, 


(Xsdxi) 


(X)  =  (o) 


Q 

aQ 


de 
rfA 


dQ        ,  /AN       <^*      1 


dX  =  g{0)^(p{0)h'{0)dX, 


und    da    nun    der   Koeffizient   von   d?.   nicht   verschwindet,    so    ist 
man    hiermit    zu    einem    Widerspruch  geführt   worden. 

Im    übrigen     ergibt     die    zweite     Gleichung     (IG),     daß     hier 
/a  4=  0,   und   somit   hat  jii   den   Wert 


(^sdxi) 
U'd?. 


/« 


/.  =  o 


_gioy<p{0)h'(0)       ^ 
(/3);.  =  o     ^ 


Vom  Invariante nchnr akter  des  Atisdrucks  /tdX.  Jetzt  nehmen 
wir    einen    gewöhnlichen    Punkt    [x)    der    Kurve '^)    (9)    beliebig    an 

1)  Natürlich  brauchen  die  Indizes  der  Xf.  nicht  gerade  in  jener  Reihen- 
folge zu  erscheinen. 

2)  Genauer  gesagt  handelt  es  sich  hier  um  eine  Stelle  (x)  des  reell 
vierfach  ausgedehnten  Gebildes  (9),  worin  /i./j./a  nicht  gleichzeitig  ver- 
schwinden. Im  übrigen  sieht  man  A  als  die  luiabhängige  Variabele  an. 
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und   bestimmen   drei   Zahlen   c^,  c^,  Cg   so,    daß 

Ci  h  +  ^2  /2  +  Cz  h  4=  0- 
Dann  erhält  man: 


2  2  2 

Co     Xa     et  X^ 


cx  dx 


(20)  ^^^-cj,  +  ^./.  +  ^3/3     «c«r^  ' 

wobei  wir  mis  der  symbolischen  Schreibweise  von  Aronhold  mid 
Clebsch  bedienen,  vgl.  etwa  Clebsch-Lindemann,  Geometrie, 
Bd.  I,  S.  183.  Zähler  und  Nenner  dieses  Ausdrucks  verhalten  sich 
invariant  gegenüber  einer  linearen  Transformation  der  projektiven 
Ebene.  Es  sei  noch  besonders  hervorgehoben,  daß  der  Wert  dieses 
Ausdrucks   auch   unabhängig  von   der  Wahl  der  q,  Cg,  Cg  ist. 

Eine    iveitere    Bedingung.     Man     kann    das    Integral    J    nun- 
mehr in  der  Form  schreiben: 


(21)  J  =J  0{Xi,  X2, 


V     \  cx  dx 

^3)      '       „n-i 


c 

Wir  nehmen  jetzt  einen  beliebigen  gewöhnlichen  Punkt  (a) 
des  Gebildes  (9),  in  welchem  0  stetig  ist,  und  lassen  eine  regu- 
läre Kurve  C  von  (a)  ausgehen.  Sei  C"  die  Kurve,  deren  Punkte 
{x')  aus  den  Punkten  {x)  von  C  dadurch  hervorgehen,  daß  man 
(x')  =  {qx)  setzt,  wobei  q  eine  beliebige,  nahe  bei  1  belegene 
Konstante  bedeutet.  Beide  Kurven  sollen  in  der  Nähe  von  (a) 
verbleiben.   Und  nunmehr  soll 

/7-)\  r^/   '       '       '\    \cx'dx'\  r^i  \    \cxdx\ 

(B)        J  0{x^,  x^,  x^)\^^  =J  0{x^,  x^,  xs)    ^^^„_;  • 

C  "  G 

Demgemäß   muß 

r    {0(pXy,OX2,QXs)  ^,  \\  \CXdx\  r. 

J  {         >-r  -      -  0{x„  x„  X,)  {  -^^-^^^  ^  0, 

c 
und    dies    ist    offenbar    nur    dann    möglich,    wenn    im    Punkte    (a) 
und   darum   auch   in  jedem   Punkte   von    (9),   in   welchem  0   defi- 
niert ist, 
(22)  ^(£Sp^^_0(:,„^„X3)  =  O. 

Nur   der   Fall,    daß   0{xi,  x^,  x^    eine   rationale   Funktion   ist, 
hat   für  uns  Interesse: 
(28)  0(^„^„^3)  =  ||l^. 


480    IIj  6.  Der  Abelsche  Satz.  Schnittpunktsätze.  Der  Riemann-Rochsche  Satz 

Aus  (22)  kann  man  aber  nicht  schließen,  daß  0  eine  homogene 
Fmiktion  der  drei  miabhängigen  Variabelen  (ajj,  x^,  x^)  ist,  da 
man  ja  ein  Vielfaches  von  f{Xi,X2,Xs)  hinzufügen  kann.  Immerhin 
darf  man  unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen,  daß  G,  H 
beide  homogen  sind.  In  der  Tat  setze  man  in  (22)   q  =  l/Xg, 


^3"'^(S'|'l)  =   ^(^l'^2'^^) 


und  forme  man  die  linke   Seite  vermöge   (23)   um: 

3  H{xJX3,XjX3,l) 

Sei 

Crj(a;j ,  Xj ,  x^) 


TT    /^        ^2        -1   y    -TI 1  (Xi  ,  X2  ,  Xz) 

\Xn      X^         I  x^ 


wo  Gl,  Hl  gegen  x^  teilerfremde  Polynome  sind,  welche  nun 
außerdem  von  selbst  homogen  ausfallen.  Mithin  ist^) 

0  {xi,  x„  X,)  ^  xr'-'-'^i^^^^y       w.  z.  b.  w. 

Die  Integrahilitätshedingung.  Das  Integral  (21)  zwischen  zwei 
Punkten  (a)  und  (6)  des  Gebildes  (9),  und  zwar  am  Gebilde, 
hinerstreckt,  hängt  im  kleinen  nicht  vom  Wege  ab.  Uniformisiert 
man  nämlich  das  Gebilde  (9),  wie  vorhin,  so  ergibt  sich  aus 
(20),  daß 

f0{xi,  x„  X,)  -^^^  ^/'^(O  ßd?.  =fW{t){f,l^)dt, 

wobei  ^{t),  f^j-jj  sich  beide  im  Punkte  t  =  0  meromorph  ver- 
halten. Hiermit  ist  die  Integrahilitätshedingung  schon  von  selbst 
erfüllt. 

§  11.  Das  invariante  Differential. 

Wir  kehren  jetzt  zum  Ausdruck  (20),  §  10,  zurück  und  be- 
zeichnen  denselben   mit   Klein   als   ein  Differential: 

c,    Xi    d  Xj 

Cm  «Z/o  ^'  *^2 

Cs     Xj     d  X3 


(1)  doj  = 


cx  dx 


«^i/i  +  ^'a/i  +  '-a/s  K 


1)  Dieser  Beweis  rührt  von  Marston  Morse  her  und  stammt  aus 
dem  S.-S.  1916.  Herr  Morse  ersetzte  dadurch  einen  weniger  eleganten  Be- 
weis, den  ich  im  Kolleg  gebracht  hatte. 
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obwohl  er  keineswegs  als  das  Differential  einer  Funktion  der  drei 
Variabelen  x^,  x^,  x^  oder  auch  nur  zweier  davon  angesehen  wer- 
den kann. 

Vielmehr  handelt  es  sich  um  eine  Kurve  C,  §  10,  oder  aber, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  um  eine  reguläre  Kurve  F  im 
Eaume  der  uniformisierenden  Variabelen  q,  t,   §  7: 

(2)  a^  =  o  <^'h  (0  j  ^2=  QCOoit),  ^3  =  Q  <^h  (0  > 

und    die   daraus   hervorgehende    Kurve  C   des    Gebildes    (9),    §  10: 

(3)  /(xi,  x^,  x^)  =  0. 

Dann  bildet  X  die  unabhängige  Variabele,  und  dm  wird  nun  zum 
Differential  einer  Funktion  von  X  im  gewöhnlichen  Sinne  des 
Wortes.  Klein  hat  sich  aber  niemals  dazu  bequemen  können,  an- 
zugeben, was  die  unabhängigen  Variabelen  sind.  In  einem  ge- 
wöhnlichen Pmikte  könnten  diese  weiter  gefaßt  werden,  ja  man 
könnte  sogar  q  und  t  allgemein  als  die  unabhängigen  Variabelen 
auffassen.  Darm  würde  man  immer  noch  die  Relation 

(4)  io.  ^  m  ät 

haben,  wo  0{t)  sich  analytisch  resp.  meromorph  im  Punkte 
t  =  0  verhält  und  in  einem  gewöhnlichen  Punkte  nicht  ver- 
sch^vindet.  Diese  Erweiterung  des  Begriffs  der  unabhängigen 
Variabelen  bezieht  sich,  wohlverstanden,  bloß  auf  do),  als  eine 
algebraische  Form  aufgefaßt.  Kehrt  man  zum  Integral  zurück,  so 
besteht  das  Willkürliche  (d.  h.  das  Analogon  der  unabhängigen 
Variabelen)  a)  in  der  Kurve  C,  b)  im  Parameter  ?.,  und  diese 
Willkür  ist  es,  der  gegenüber  das  Integral  sich  invariant  verhält. 
Fassen  wir  das  Resultat  in  einen  Satz  zusammen! 
1.  Satz.  Das  Differential  dco,  sowie  das  Integral 


J  0{xi,  ^2,  x-i)  dco, 


verhält    sich    invariant    gegenüber    einer  Kollineation    der  projektiven 
Ebene. 

Bei  der  vorstehenden  genaueren  Auffassung  von  dco  vermöge 
der  Kurve  F  und  des  Parameters  A  nimmt  dieser  Satz  nämlich 
folgende  präzise  Bedeutung  an.  Durch  eine  Kollineation  der  Ebene 


482    II>  6.  Der  Abelsche  Satz.  Schnittpunktsätze.  Der  Riemann-Rochsche  Satz 

geht  die  Kurve  C  in  eine  neue  Kurve  C  über.  Letztere  wird 
erhalten,  indem  man  die  Koordinaten  eines  Punktes  {x')  des 
transformierten  Gebildes  durch  drei  den  Formeln  (2)  analoge 
Gleichungen  darstellt : 


(5) 


x\  =  QÜ^{t),        4  =  e^2(0»        4  =  0-^3(0» 


und  dann  die  Kurve  F  noch  beibehält.  Die  Kurve  C  wird  zwar 
transformiert,  die  Kurve  F  und  der  Parameter  A  bez.  t  aber 
nicht.  Und  nun  hängt  do)  allein  von  F  und  A  ab.   In  der  Tat  ist 


Q(i).2       Oodg  -\-  QCOodt 


=  Q' 


a>i    a)i 


d  t      usw. ; 


^Ckfk  [Q  Oh  ,  QOJ2,  Q  OJ3]  =  Q^'-^^Ci.fk  [oJi ,  CO2  ,  0)3]  , 
k  k 


and   somit   ist 

(6) 
wo 

(7) 


0{t) 


dt, 


0{t) 


a>i     o) 

(O.^        CO 
Cü,       CO 


^CkfkifOi.CO^.COs] 


Das  überall  endliche  Differential.  Ist  das  Gebilde  (3)  insbe- 
sondere singularitätenfrei,  so  lassen  sich  ja  bei  beliebig  vorgege- 
benem Punkte  {x)  die  Größen  c^  so  wählen,  daß  E  c^fj^  4=  0. 
Des  weiteren  ist  der  Rang  der  Matrix 


ft)i 


Wl       0)2      OJ3 


in  einem  gewöhnlichen  Punkte  des  Gebildes  (3)  gleich  2;  vgl. 
§  7.  Hieraus  ergibt  sich,  daß  die  c,,  fernerhin  so  gewählt  werden 
können,  daß  der  Zähler  von  (7)  nicht  verschwindet.  Daraus  geht 
nun  der  folgende   Satz  hervor. 

2.  Satz.  In  einem  heliehigen   Punkte  des  Gebildes  (3), 

f(Xi,  J-2,  X3)  =  0, 


ist  dco   von  der  Form 


dco=^,dt, 

,,n  — s  ' 
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ICO  0{t)  meromorph  ist.  In  einem  gewöhnlicheri  Punkt  ist  0{t) 
analytisch  und   4=  0. 

Im  Falle  eines  singularitätenfreien  Gebildes  gibt  es  gar  keine 
Ausnahmepunkte,  und  do)  heißt  dann  ein  überall  endliches 
Differential  am  Gebilde. 

§  12.  Analoges  bezüglicli  der  Ebene  der  runktionenth.eorie. 

Wir  wollen  an  die  Entwickelungen  von  Kap.  4,  §  8  anknüp- 
fen, indem  wir  das  algebraische  Gebilde  in  der  Form  voraus- 
setzen : 

f{w,z)^0, 

wobei  /  ein  irreduktibeles  Polynom  vom  Grade  m,  n  in  lo  resp. 
z  vorstellt.  In  einem  gewöhnlichen  endlichen  Pmikt  (&,  a)  kann 
man  mit  Leichtigkeit  ein  Differential  bilden,  welches  der  Eigen- 
schaften des  überall  endlichen  Differentials  im  projektiven  Falle 
teilhaftig  wird.   Aus  der   Gleichung 

f^adiü  +  f^dz  =  0 

ergibt  sich  nämlich,  falls  keine  der  Größen  /„,,  /^  verschwindet, 
daß 

dz  die 

iw  Tz 

und   dieser  Wert   läßt   sich  wieder  in   der  Form   darstellen: 

?.dz  —  ^dw 

^fw  +  ß  fz 

Nun  kann  man  ?., /u  so  wählen,  daß  in  einem  beliebigen  ge- 
wöhnlichen endlichen  Punkte  der  Nenner  nicht  verschwindet, 
während   der   Zähler,   wie   folgt,    beschaffen  ist.    Sei 

z-^(p{t),  w -=  y){t) 

eine  Uniformisierung  der  gewöhnlichen  Art  im  kleinen.  Dann  werden 
95' (0),  if'{0)  sicher  nicht  beide  verschwinden,  womit  denn  bei  ge- 
eigneter Wahl  von   A,  /u 

Hiernach  wird 
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wo  ü{t)  sich  im  Punkte  t  =  0  analytisch  verhält  und  dort  nicht 
verschwindet.  Dies  gibt  uns  schon  einen  Fingerzeig,  was  wir  im 
homogenen  Falle  zu  erwarten  haben. 

Das  Integral.  Seien  Pi,  P2,Qi,  Q2  Funktionen  der  komplexen 
Variabelen  {w^,  w^',  %,  z^,  welche  in  einem  reell  8 - dimensionalen 
Bereiche   T  stetig  sind,   und  sei^) 

eine  in    T  belegene  reguläre  Kurve.   Dann  wird  das  Integral 

(1)  J  ^  fPidzi  + P^dz^  +  Qidwi+Q^äWi 

c 

durch  die  Formel  definiert: 

(2)  J  =f{  P,cü[  +  P^co'^  +  Q^x[  +  Q2X2]  d^. 

Als   erste  Forderung  stellen  wir  nun   die,   daß 

I  Pidzi  +  P^dzz  -{-Qidwi  -\-Q2dw2  =  0 
r 

sei,   wo   r  aus   folgender   Kurve   besteht: 

F:  Zi  =  Aaj,  Z2  =  Aag,  '^1  =  ^1.  '^2  =  62, 

1  ^  A  ^  ;.i 

und  [hl,  ^2;  «1,  «2)  ßin  beliebiger  innerer  Punkt  von  T  ist.  Dann 
wird  insbesondere 

i   2 

f2o-kPk{hi,  h\)^ai,  Aa,)dA  =  0,         l^X-^X^. 
\  )t  =  i 

Indem    man    beiderseits    nach    X    differentiiert    und    nachträglich 
A  =  1   setzt,  erhält   man 
2 

Nun  war  aber  {h,  a)  =  {h^,  h^',  «i,  a^)  ein  beliebiger  Punkt  von  T 
und    wird    denn    zweckmäßig    mit    [w,  z)    bezeichnet.    Läßt    man 


1)  Wir     schreiben     hier     der     Kürze      halber      (yi(A)      anstatt     etwa 
^11  (•^•)+  ^füi»(A).  wo  tOi;t(A)  eine  reelle  Funktion  vorstellt. 
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(wi,  lü^  lind  (%,  z^  ihre  Rollen  wechseln,  so  ergeben  sich  die 
beiden   Beziehungen, 

(A)  ^iPi  +  ^oP2  =  0,  io^Q^  +  io^Q^=^0. 

Hieraus  schließt  man,  ähnlich  wie  im  früheren  Falle,   daß 

(3)  J  =--  fF  (zdz)  +  Q  (lüdiv) 

c 

geschrieben  werden  kann,  wo  P(wi,  iÜ2>  ^if  h)y  Q{i^^i,  f^2'>  ^i' '^2) 
stetige  Fmiktionen  sind. 

Das  Normaldifferential  am  ho7)iogenen  algebraischen  Gebilde. 
Wir  legen  jetzt  ein  homogenes  algebraisches  Gebilde  in  der  Form 
zugrunde : 

m  ri 

(4)  F{wj_,iü2;z-^,Z2)  =  0, 

wo  F  ein  irreduktibeles  Polynom  in  den  vier  Argumenten  ist, 
und  zwar  soll  F  homogen  von  der  Dimension  m,  n  in  {w^,  w^ 
resp.    (^Tj,  22)    sem.    Dann   gelten   vor   allem   folgende   Relationen: 

(5)  \ 

l    F,^ dz^+  F,^ dz2-\-  P„,^ d u\  +  F,,^ d  10^  =  0. 

Die  beiden  ersten  ergeben  sich  aus  der  Homogenität  der 
Funktion  F.  Die  dritte  ist,  wie  folgt,  zu  verstehen.  Die  Kurve 
C  möge  am   Gebilde  (4)  liegen.  Dann  soll 

dzi=^  ü}[{?.)dX,  dz2  =  o)2{X)dA,  usw. 


(6) 


Aus  den  Relationen  (5)  erschließen  wir  folgende  Beziehungen: 

ic^izdz)  7Vj^(zdz)  __        Z2{wdw)  __  2, (wdw) 

F  F  F  F         * 


Wie   man   sieht,   kann   der  gemeinsame   Wert   der   Ausdrücke   auch 
in  der  Form  geschrieben  werden: 

k{eic){zdz)  —  fi{cz)(  w  d  w) 


(7)  d(o  = 


He,F^^  +  e,F^^)  -\-ix{c,F,^  +  c,F,^) ' 


WO  X,  [i,  sowie  (q,  c,),  (%,  e^  willkürlich  sind,  vorausgesetzt 
bloß,  daß  der  Nenner  nicht  verschwindet.  In  einem  gewöhnlichen 
Punkte  des  Gebildes  ist  dies  ja  stets  zu  erreichen,  da  sämtliche 
Ableitungen   erster   Ordnung   dort   nicht  verschwinden. 

Osgood,  Funktionentheorie  II,  2  32 
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Dieser  Ausdruck  dco  spielt  hier  genau  dieselbe  Rolle  wie 
vorhin  in  §  11  das  invariante  Differential  gegenüber  der  pro- 
jektiven Gruppe  und  wird  als  das  Normaldifferential  definiert. 
Dasselbe  verhält  sich  offenbar  invariant  gegenüber  der  gegenwär- 
tigen  Transformationsgruppe 

/        az  -\-  b  ,        (xw  -4-  ß 

Z  = T—^ ,  W   ^  ' 


cz-\-d'  yiü  +  Ö' 

^  '  »  (xw-^ß  ,        az^h 

! — C  y)'   =;  1 , 

yw  -\-  ö  '  cz-\-  d 

Das  Integral  am  algebraischen  Gebilde.  Im  Integrale  (3)  setzen 
wir  jetzt  voraus,  daß  P,  Q  sich  im  Bereiche  T  analytisch  ver- 
halten. Sei  {b,  a)  eme  gewöhnliche  Stelle  von  (4j,  die  auch  in  T 
liegt.   Dami  überzeugt    man  sich  leicht,   daß 

[z  dz)  ~  A  doj,  {w  dw)  =  B  doj, 

wo  A,  B  eindeutig  am  Gebilde  sind,  sich  in  der  Nähe  von   (&,  a) 
analytisch    verhalten    und    dort    nicht   beide    verschwinden. 

Danach   kann  man   das   Integral   (3)  in   der  Form  schreiben: 

(9)  J  ^^f0{Wi,lC2;Zi,Z2)doj, 

c 
wo  0(:iVi,  iv^;  %,  ^2)   sich   analytisch  in    T  verhält. 

Wir  stellen  jetzt  die  zweite  Forderung  ans  Integral  (3).  Sei 
nämlich  {b,  a)  eine  beliebige  Stelle  von  (4),  und  sei  C  eine  in  der 
Nähe  derselben  verlaufende  Kurve.  Sei  C"  diejenige  Kurve, 
welche  aus  C  hervorgeht,  indem  man 

z'i  —  QZi,  Z^^QZo',  IVi  —  aWi,  tüo  —  CFlüo 

setzt,   wo   Q,  a  zwei  nahe   bei   1    belegene  willkürliche   Konstanten 
bedeuten.   Dann  verlangen  wir,  daß 

J  0  {w[ ,  w'o ;  z\ ,  Z2)  d  oi  =\0  {Wi ,  IV2 ;  Zi ,  z.^)  d  (o . 
C'  c 

Hiernach  muß 

c 

Daraus   schließt   man  wieder  so,   wie  im   früheren   Falle,   §  10, 

daß 

0iaw,,aw,;QZ,,QZ,)_  ^,  . 
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Der  einzigste  Fall,  welcher  uns  näher  interessiert,  ist  der, 
daß  0  eine  rationale  Funktion  in  allen  vier  Variabelen  ist.  Und 
nun  kann  man  wieder  den  Mors  eschen  Gedankengang  benützen, 
um  festzustellen,   daß  0  sich  in   der  Form  schreiben  läßt: 

0 {ii\ ,  W2 ;  Zi ,  ^2)  =  Tj)       ^'  "  ^^ 

wo  G,  H  Polynome  bedeuten,  welche  in  (zi;i,  w;2)>  sowie  in  {z-^^,  z^ 
homogen  sind.  Seien  fx,  v  die  Dimensionen  von  H  in  {w-^,w,^ 
resp.  (2'i,5'2).  Dann  sind  die  entsprechenden  Dimensionen  von 
G  gleich  m  +  fx  —  2  resp.  n  +  v  —  2 . 

üniformisierung  des  algebraischen  Gebildes  (4),  Dies  geschieht 
im  kleinen,  wie  folgt: 

(10)  2i  =  o  g-^{t),         Z2^  Q  .92(0.         M^i  =  CT  ;ii(i),        w;2  =  (7  h^it), 

wobei  ß  4=  0,  c  4=  0,  i  unabhängige  Variabelen  sind  und  gk{t)> 
hjc{t)  sich  analytisch  im  Punkte  f  =  0  verhalten.  Des  weiteren 
körmen  g^  (t) ,  g^  (t)  nicht  beide  im  Punkte  t  =  0  verschwinden, 
und  ihr  Verhältnis  ist  nicht  konstant;  dasselbe  gilt  auch  von 
\{i)>  ^'2(0*  Endlich  entspricht  jedem  Punkte  {wi,W2',  z^jZ^)  dei" 
Nachbarschaft  des  bewußten  Punktes  (&i,&2;  «i»  0^2)  ^i^^  ^^^  ^^^' 
ziges  Wertesystem  {a,  q,  t). 

Das   invariante  Differential    doj   nimmt   jetzt    die    Gestalt    an: 

(11)  d(o=—^]—dt, 

\       /  qTI  —  2  ^m  —  2  ' 

WO  0{t)  sich  im  Punkte  t  =  0  meromorph  verhält.  Ist  (b,  a)  ein 
gewöhnlicher  Punkt  des  Gebildes,  so  ist  0{t)  analytisch  dort  und 
außerdem  ist  0(0)  ±0. 

Das  Integral  nimmt  hier  die   Gestalt  an: 

(12)  f0  {wi ,  W2 ;  z, ,  Z2)  d  oi  =y  V  it)  0  (t)  d  t , 

wo   ^(t)   sich   meromorph   im  Punkte   t  =  0  verhält. 

Die  Integrabilitätsbedingung.  Das  Integral  (9)  zwischen  zwei 
Punkten  (b,  a)  und  {b' ,  a')  des  Gebildes  (4),  imd  zwar  am  Ge- 
bilde hinerstreckt,  hängt  im  kleinen  nicht  vom  Wege  ab,  wie  aus 
der   Formel  (12)  unmittelbar  hervorgeht. 

Das  überall  endliche  Differential.  Hat  das  Gebilde  (4)  keine 
mehrfachen  Punkte,  d.  h.  Punkte,  worin  alle  vier  Ableitungen 
F^^,  .  .  .,  F^^  gleichzeitig  verschwinden,  so  lassen  sich  für  eine  be- 

32* 
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liebig  vorgegebene  Stelle  des  Gebildes  die  Zahlen  A,  [x,  {e),  (c) 
in  (7)  so  annehmen,  daß  der  Nenner  nicht  verschwindet,  sowie 
ferner,  daß  ^(0)  =t=  0.  Somit  wird  dco  zu  einem  überall  endlichen 
Differential  am   Gebilde,  wie  Klein   sich  ausdrücken  würde. 

§  13.  Von  der  Uniformisierung  im  großen  vermöge  der 
Primfunktion  Q  {t,  x). 

Gehen  wir  von  einem  algebraischen  Gebilde  in  nicht-homo- 
gener Form  aus: 

(1)  G{w,z)  =  0, 

wo  G{w,  z)  ein  irreduktibeles  Polynom  bedeutet,  so  wird  dasselbe, 
sofern  p  ^  2,  durch  die  automorphen  Funktionen  mit  Grenzkreis 
(Bd.  I,   Kap.  14)   uniformisiert : 

(2)  z=(p{t),  w  =  '^{t), 

w^obei  (p{t),  ip{t)  absolute  Invarianten  gegenüber  der  bewußten 
automorphen   Gruppe  vorstellen. 

Von  dem  durch  (1)  definierten  Gebilde  &  können  wir  durch 
formale  Algebra  zu  zwei  verschiedenen  homogenen  Gebilden  em- 
porsteigen.  Setzen  war  nämlich 

so  wird  durch  die   Gleichung 

(3)  F{x„  x„  X,)  =  0 

ein  (reell)  vierfach  ausgedehntes  Gebilde  @p  im  (reell)  sechsfach 
ausgedehnten  Räume  fRp^  der  projektiven  Variabelen  (xj,  x.^,  Xg) 
definiert. 

Setzen  wir  andererseits 

2  =  — ,  w  =  —, 

2j  '  W,' 

*2  **  2  / 

so  wird   durch   die   Gleichung 

(4)  r{w„w^;z„z,)  =  0 


§  13.  Von  der  Unif ormisierung  im  großen  vermöge  der  Primfunktion  Q{t,  r)  489 

ein  (reell)  sechsfach  ausgedehntes  Gebilde  &^  im  (reell)  achtfach 
ausgedehnten  Eaume  S^g^  der  homogenen  Variabelen  (;ii\,  W2; 
%,  Z2)  vorgestellt.  Letzterer  Kaum  entspricht  der  Ebene  der 
Funktionentheorie. 

Wir  werfen  nun  zwei  Fragen  auf. 

a)  Was    ist    der    geometrische    Zusammenhang    zwischen     den 
Gebilden  ©^   und  ®g? 

b)  Wie  werden   dieselben    vermöge    der   Primfunktion   Q{t,  r) 
uniformisiert  ? 

ad  a)    Zur    Beantwortmig    der    ersten    Frage    gehen    wir    von 
einem   Gebilde 


®p: 


F{x^,  X2,  a-g)  =  0 


aus,  wobei  F{xi,  x^,  x^)  ein  homogenes  Polynom  von  der  w-ten 
Dimension  bedeutet,  und  stellen  wir  uns  die  zugehörige  Kurve  C 
der  projektiven  Ebene  vor, 
deren  Punkte  durch  [ac^,  x^,  x^) 
bestimmt  werden.  Diese  Kurve 
schneiden  wir  mit  zwei  Strah- 
lenbüscheln 


(5) 


x^  —  lü  a^a  =  0 . 


Die  gemeinsamen  Schnittpunkte 
werden,  sofern  ajg  =t=  0,  durch 
die   Gleichung  gegeben: 


Fig.  43. 


Nun  besteht  aber  der  Bereich  des  Parameters  z  aus  der  pro- 
jektiven Geraden  resp.  aus  der  Kugel  der  stereographischen  Pro- 
jektion, und  ebenso  bei  iv.  Das  heißt  eben,  daß  die  {w,  z)- 
Ebene  geradezu  die  Ebene  der  Funktionentheorie  ist.  Dement- 
sprechend werden  hier  homogene  Variabelen,  wie  folgt,  einge- 
führt : 


^1 


W  — 


womit   denn  die   Gleichungen   (5)   in  folgende  übergeben; 


(6) 


2    1.  1     2  —        ?  2     3  1     2 


0, 
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Passen  wir  das  Resultat  in  einen  Satz  zusammen,  so  können 
wir  sagen: 

Satz.  Durch  die  Projektion  der  durch  keine  Ecke  des  Koordi- 
natendreiecks hindurchgehenden  Kurve 

C:  F{xi,  X2,  Xs)  =  0 

auf  die  beiden  Strahlenhüschel 

wird  dieselbe  ein-eindeutig  und  stetig  auf  eine  Kurve 

C:  r{w-^,  W2;  %,  Z2)  =  0 

der  Ebene  der  Funktionentheorie  bezogen. 

ad  b)  üniformisierung  der  beiden  Gebilde  durch  ü{t,  r).  An 
die  Üniformisierung  des  Gebildes  (1)  vermöge  der  Formel  (2)  an- 
knüpfend, drücken  wir  die  beiden  Funktionen  (p{t),  y){t)  auf 
Grund  der  Ent Wickelungen  von  Kap.  5,  §  13  vermöge  der  Prim- 
funktion Q(t,  t),  wie  folgt,  aus: 

^^  Ü{t,ß,)...Q{t,ß^,)'  ^        Ü{t,d,)...Ü{t,d,)' 

Dabei  dürfen  2/^  —  1  der  Punkte  oc^,  ßk  im  Fundamentalraume  ^ 
der  automorphen  Gruppe  gewählt  werden,  dann  muß  aber  der 
letzte  im  allgemeinen  in  einem  kongruenten  Bereiche  %'  liegen. 
Ähnliches  gilt  auch  von  den  y^,  dj^.  Es  fällt  hier  selbstverständ- 
lich kein  (Xjf.  mit  einem  ßj  zusammen,  und  gleiches  gilt  von  den 
yj^,  dj.  Hieraus  ergibt  sich  sofort  die  Üniformisierung  des  Ge- 
bildes C: 


(8) 


Zi  =  QÜ{t,(Xi)  .  .  .  ü{t,(X^), 

Z,  =  QQ{t,ß,)  .  .  .  Q{t,ß^), 

w^  =  aQ{t,y,)  .  .  .  ü{t,y,) 

Wz  =  aQ{t,  dl)  .  .  .  ü{t,  ö,) 


Um  andererseits    die    Üniformisierung    des    Gebildes    C   zu    er- 
halten,  braucht  man  nur 
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x,^QQ{t,ß,)     .     .     .     Q{t,ß^) 
x,^QQ{t,y,)     .     .     .    ü{t,y^) 


(9) 


zu  setzen.  Dies  ist  aber  nicht  der  allgemeine  Fall,  sondern  nur 
derjenige  nicht-spezialisierte  Fall,  wobei  keine  Ecke  des  Koordi- 
natendreiecks auf  der  Kurve  liegt,  womit  denn  ßj.  =  dj^, 
k  =  1 ,  .  .  .,  jLi=^v  wird.  Sollte  etwa  {x^,  x^,  x^)  =  (0,  0,  1)  ein 
Pmikt  der  Kurve  sein,  so  würde  zwar  im  allgemeinen  immer  noch 


sein,    für    den    genannten    Punkt    würde    aber    die    entsprechende 
Eelation 

2     1  1     2   —    ^ 

kein  (%,  Z2)  bestimmen. 

In  solchen  Fällen  muß  man  die  beiden  Brüche  (7)  auf  einen 
gemeinsamen  Nenner  bringen,  indem  man  nun  an  Stelle  von  (9) 
die   Gleichungen 


(10) 


X,  =  QQ{t,   ß,) 
X3  =QÜ{t,   7i) 


treten  läßt,  wobei  q  >  ju  und  die  letzten  q  —  ß  Größen  ß^  mit 
den  letzten  q  —  ^  Größen  ocj, ,  yj.  in  beliebiger  Verteilung  zu- 
sammenfallen. Im  übrigen  kann  ocj.  =  yj.  =t=  ßi  sein.  Hiermit  hängt 
auch  zusammen,  daß  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  der  Kurve 
mit  dem  unendlich  fernen  Bereich  in  den  beiden  Fällen  ver- 
schieden ausfällt. 

Die  homogenen  Variahelen  als  absolute  Invarianten.  Der  Eaum 
der  uniformisierenden  Variabelen  besteht  im  projektiven  Falle 
aus  dem  Zylinderbereiche   (P ,  ^) ,  wo 

P:  0  <  1^1  <oo 

und  %  der  Fundamentalbereich  der  automorphen  Gruppe,  resp. 
aus   (P ,  K) ,  wo 

K:  \t\<l. 

Soll 

^k  =  Q<Pk{i),  /c  =  1,  2,  3, 
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bei   den   Transformationen   der    Gruppe   sich   als   eine   absolute   In- 
variante erweisen,   so   muß 

tn 
,  —    — 2  ^  u'"; — wia^a 

woraus    sich    denn    ergibt,    daß    die    zugehörigen    Transformationen 
des  Baumes   {K,  P)   eben  folgende  sind: 


(11) 


ta  =  LAt),  Q.=K{t)    "Q 


2  27  u'J'}  +maaa 


(X  =1,  .  .  .,  p. 
Dabei   ist  ja 

m  m  m 

7=1  ?=1  ;=1 

§  14.  Kanonische  Kurven  und  Flächen. 

a)  Ebene  Kurven  ohne  mehrfache  Funkte.  Wie  wür  bereits  ge- 
sehen haben,  existiert  auf  einer  solchen  Kurve  ein  überall  end- 
liches invariantes  Differential 

j             \  ex  dx\ 
doi  =  — - — z 

Dementsprechend   heißt  eine   solche  Kurve  nach  Klein   eine   kano 
nische  Kurve. 

Durch  die  uniformisierenden  Variabelen  (o,  t)  ausgedrückt,  hat 
d(o  hier  den  Wert 

wo  F{t)   sich    im    Kreise   |f|  <1    analytisch  verhält   und   nirgends 
verschwindet. 

Die  Integrale  erster  Gattung  lassen  sich  in  der  Form  dar- 
stellen : 

(X) 

wobei     Qm-3     ^^^      beliebiges      homogenes     Polynom      von      der 
(m  —  3)-ten    Dimension    ist.    Die    Transformationsgruppe    ist    hier 
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die    projektive,    und.    do)    verhält    sich    invariant    gegenüber    der- 
selben. 

b)    Das   hy'perelli'ptisclie   Gebilde.    In    nicht-homogener    Schreib- 
weise wird  dasselbe  durch  die   Gleichung  definiert: 

wobei  G  ein  Polynom  des  vermerkten   Grades  mit  lauter  getrenn- 
ten Faktoren  bedeutet.  Die  Integrale  erster   Gattung  lauten  dann 

a 

wobei   r{x)    ein    Polynom    höchstens    vom    Grade   J»  —  1    vorstellt. 
Führt   man  jetzt   homogene   Variabelen   %,  z.^   ein,    wobei   nun 

X  =  — 

gesetzt    wird,    und    bezeichnet    man   das   homogene   Polynom    mit 

so   ergibt  sich  auch  hier  ein  überall  endliches  Differential, 

doj  = , 

a 

wo 

dz^    dz2  I 
(zdz) 

und 


Z-i  Zo 


a=VG{z,,z,). 

Dasselbe  ist  homogen  von  der  Dimension  p  —  1   und    wird    durch 
die   uniformisierenden   Variabelen,   wie   folgt,   ausgedrückt: 

d(o  ^~^^_^dt, 

wo  F{t)    sich   analytisch   im   Kreise    |i|  <  1    verhält  und   nirgends 
verschwindet. 

Die    Gruppe    der    homogenen    Transformationen    ist    hier    die 
lineare : 

^1  =   '^ll'^l      r   0^12 '^2'  ^2  ^^   ^21 '^1   ~r   ^22~2> 

und  doi  verhält   sich   invariant  gegenüber  derselben. 
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Die   Integrale   erster    Gattung  nehmen  hier  die  Form   an: 

(2) 

(a) 

wobei  -Tp- 1(^1,^2)  ^^^  homogenes  Polynom  (p  —  l)-ten  Grades 
bedeutet. 

Andere  Form  des  hyperelliptischen  Gebildes.  Man  kann  das  Ge- 
bilde auch  in  der  Form  ausdrücken: 

G{zi,  2^)101  +  H{2i,  z^wl  =  0, 

wobei  G,H  Polynome  (p  +  l)-ten  Grades  und  sämtliche  2p  +  2 
lineare  Faktoren  derselben  getrermt  smd.  Die  entsprechende  alge- 
braische Kurve,  in  der  Ebene  der  Analysis  aufgefaßt,  ist  singu- 
laritätenfrei. Demnach  existiert  auch  hier  ein  überall  endliches 
Differential,  welches  durch  die  Formel  (7),   §  12  gegeben  wird. 

c)  Kanonische  Flächen.  Von  diesen  Beispielen  ausgehend  tref- 
fen wir  folgende  allgemeinere  Definition.  Eine  über  der  2;-Ebene 
ausgebreitete  algebraische  Riemannsche  Fläche  F  heißt  nach 
Klein  kanonisch,  falls  es  eine  auf  derselben  eindeutige  analy- 
tische Funktion  s  gibt,  die  sogenannte   Verzweigungsfunktion, 

i)  welche  in  jedem  einfachen  Verzweigungspunkte  genau  ein- 
mal, in  jedem  fc- fachen  aber  genau  /c-mal  verschwindet,  und 

ii)  deren  Pole  gleich  verteilt  übereinander  liegen. 

Sei  d  +  2  die  gemeinsame  Ordnung  der  Pole,  und  sei  m  die 
Blätterzahl.   Da  nach  Kap.  4,   §  20 

-  =  m.  +  p  -  1 , 
so  ergibt  sich,  daß 

2m  +  2p  —  2  =  m{d  +  2) , 
also 

(12)  \Lf-1  =  md. 

Die  BlätterzaJil  m  ist  ein   Teiler  von  2p  —  2. 

Homogene  Vnriabelen.  Wir  führen  jetzt  homogene  Variabelen 
(2i,  Z2)   ein   und  verbinden  diese  mit  z  durch  die  Relation 

z  =  ^i- 

Unter  einer  algebraischen  Form  auf  dem  der  vorstehenden  Fläche 
F  entsprechenden   homogenen   7»  -  blättrigen    Gebilde  F^  verstehen 


§  14.  Kanonische  Kurven  und  Flächen  495 

wir  eine  eindeutige  homogene  Funktion  W  von  [z-^,  z^ ,  welche 
sich  im  allgemeinen  analytisch  verhält  und  m  einer  singulären 
Stelle  {z)  =  (a)  so  beschaffen  ist,  daß  Wj{zcy,  (c)  #=  (a),  dort 
höchstens  einen  Pol  hat,  wobei  die  ganze  Zahl^)  l  die  Dimension 
von  W  bedeutet.  Ist  W  insbesondere  stetig  auf  F^,  so  heißt  W 
eine  ganze  algebraische  Form  auf  F^. 

Im  letzten  Falle  liegen  die  Pole  der  auf  der  nicht-homo- 
genen Fläche  F  eindeutigen  Funktion 

'^^^  ~  {zaf 
sämtlich  über  dem  Punkte  z  —  a.  Ist  insbesondere  a  =  co ,  so 
neimt  man  f{z)  gewöhnlich  eine  ganze  algebraische  Funktion.  Der 
Begriff  einer  ganzen  algebraischen  Form  ist  denn  insofern  allge- 
memer,  als  er  der  Gruppe  der  linearen  Transformationen  von 
(■^1»  ■^2)  gegenüber  invariant  ist  und  somit  der  Klasse  derjenigen 
Funktionen  auf  F  entspricht,  deren  Pole  bloß  über  einem  will- 
kürlichen Punkte  z  —  a  liegen  und  in  den  verschiedenen  Blättern 
von  gleicher  Ordnung  sind. 

Eine  algebraische  Form  W  genügt  einer  irreduktibelen  alge- 
braischen  Gleichung, 

Mh,  ^2)^"  +  Mh,  z^)W'^--'  +  •  •  •  +  ^4,(^1,  z^)  =  0, 

wo  Ay.{z^,  Z2)  ein  homogenes  Polynom  vom  Grade  r  -{-  k  ist  resp. 
identisch  verschwindet,  und  Äq{zi^,  Z2)  ^  0.  Ist  r  =  0,  so  ist  W 
eine  ganze  Form,  und  umgekehrt. 

Das  überall  endliche  Differential.  Aus  der  Verzweigungs- 
funktion s  geht  eine  Verzweigungsform  a  auf  F^  hervor,  indem 
man 

setzt.  Dieselbe  ist  eine  ganze  Form  von  der  {d  +  2)-ten  Dimen- 
sion.   Hieraus   entsteht    ein   überall   endhches    Differential   auf  F^: 

d(o  =  - — -• 
a 

Dasselbe  ist  invariant  gegenüber  der  Gruppe  linearer  Transforma- 
tionen von  % ,  z^.  Vermöge  der  unif ormisierenden  Variabelen  q ,  t 
wird  d(o,  wie  folgt,  ausgedrückt: 

doy  =  '^dt, 


1)  Man  könnte  auch  füglich  gebrochene  Zahlen  l  zulassen,  sowie  W  zu- 
gleich als  endlich  mehrdeutig  voraussetzen. 
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wo  F (t)   sich   analytisch   im    Kreise  K:   \t\  <  1    verhält    und   nir- 
gends verschwindet,  und  q  den  Proportionahtätsfaktor  (8)  bedeutet. 
Die    Integrale    erster    Gattung   lassen   sich   nun   in   der   Form 
darstellen : 

(2) 

Ca) 

WO  /'d(^i,^2)  ^i^6  ganze  Form  von  der  d-ten  Dimension  bedeutet. 
Daß  r  zunächst  von  der  d-ten  Dimension  sein  muß,  erhellt  so- 
fort. In  der  Nähe  einer  beliebigen  Stelle  des  Gebildes  ist  F  somit 
von  der  Form 

wo  0{t)  im  betreffenden  Punkte  meromorph  ist.  Hätte  0{t)  nun 
dort  einen  Pol,  so  würde  das  Integral  nicht  endlich  bleiben 
können. 

Es  gibt  offenbar  genau  p  linear  unabhängige  ganze  Formen 
d-ter  Dimension  auf  F^. 

Im  übernächsten  Paragraphen  werden  wir  noch  ein  viertes 
Beispiel  kanonischer  Kurven  kennen  lernen. 

§  15.  Fortsetzung.  Raumkurven. 

Wir  wollen  eine  algebraische  Eaumkurve  C  in  einem  Eukh- 
dischen  Eaume  J?„  von  n  Dimensionen,  wie  folgt,  definieren. 
Seien  H^it),  k  =  1 ,  .  .  .,  n,  absolute  Invarianten  der  automorphen 
Gruppe,  wovon  mindestens  eine  keine  Konstante  ist,  und  seien 
dl,  .  .  .,  In)  die  Kartesischen  Koordinaten  eines  Punktes  von  R„. 
Dann  soll  C  aus  den  Punkten   (|)   bestehen,   wofür 

C:  h  =  H^{t),  k=l,...,n. 

Die  Funktion  H^it)  läßt  sich  in  der  Form  darstellen: 


(1) 

wo 

H,{t)  = 

(2) 

k=\, 

.  .,71. 

Dabei  sollen  (pi{t),  xpiit)  keinen  gemeinsamen  Teiler  Q{t,  r)  haben, 
und  dasselbe  gilt  auch  von  jedem  späteren  Paare  (pk{t),  v*(0- 
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Ergänzen  wir  den  Baum  B„  zu  einem  projektiven  Eaume 
und  führen  wir  zugleich  homogene  Koordinaten  ein: 

•Co 

Dann  kann  man  das  entsprechende  homogene  Gebilde,  wie  folgt, 
unif  ormisieren : 

m 

?  =  i 

Jetzt  können  zwei  ß- Produkte  zwar  einen  gemeinsamen  Teiler 
ü{t,  r)  haben,  es  dürfen  aber  alle  fc  +  1  Produkte  keinen  solchen 
aufweisen. 

Die  Kurve  C  resp.  das  Gebilde  C  kann  insbesondere  mehr- 
fach überdeckt  sein,  indem  einem  nicht-spezialisierten  Punkte  {x) 
davon  mehrere  Punkte  t  =  t',  t",  ...  in  ^  entsprechen.  Im  all- 
gemeinen trifft  dies  aber  nicht  zu,  und  wir  sehen  hinfort  vom 
Ausnahmefalle  ab. 

Immerhin  kann  dies  für  einzelne  Punkte  (mehrfache  Punkte) 
zutreffen,  dieselben  sind  indessen  isoHert.  Sonst  seien  t  —  a  und 
t  =  T  Häufungsstellen  solcher  i- Werte,  und  man  bilde  die  Funk- 
tion 

Nach   dem   Weierstraßschen  Vorbereitungssatze  ergibt   sich,   daß 

H,(T-f/)-H,(cT  +  /0  = 

Und  nun  müßten  sämtliche  Klammern  einen  gemeinsamen  Teiler 
haben.  Damit  wäre  C  aber  überall  mehrfach  überdeckt.  Im  Falle 
ein  H^{r)=oo  wird  man  eine  geeignete  Kollineation  des  {x)- 
Eaumes  vorausschicken. 

1.  Satz.  Jede  Ebene 

u^  =  UqXq  +  Wi^i  +  •  •  •  +  w„a:„  =  0 

sehneidet  die  Kurve  C  in  der  gleichen  Anzahl,  m,  von  Punkten, 
sojern  C  nicht  ganz  in  dieser  Ebene  liegt. 

Denn  die  Funktion 

0{t)  =  u^h^  {t)  +  Ui\{t)  H +u„h^{t), 
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wo 

m 

7=1 

hat  nur  eine  endliche  Anzahl,  m,  von  Wurzeln  in  ^,  sofern  sie 
nicht  identisch  verschwindet,  und  dieselbe  hängt  stetig  von  den 
Koeffizienten  u^  ab,   da 


'™  =  2li.P'°g*W' 


wo  r  sich  auf  den  Rand  von  ^  bezieht. 

2.  Satz.  Durch  die  Kurve  C  gehen  \n{n  —  1)  Zylinder: 

Gkiih,  ii)  =  0,  k,l=  1,  .  .  .,n, 

wo  Gjci   ein   irreduktiheles   Polynom   bedeutet,   sofern   C   nicht   gerade 
in  einer  Ebene  ij.  =  const.  liegt. 

Denn  zwei  absolute  Invarianten  H}.{t),  Hi{t)  der  automorphen 
Gruppe  sind  ja  stets  durch  eine  irreduktibele  algebraische  Glei- 
chung miteinander  verbunden: 

G,^[H,{t),  HM^O. 

3.  Satz.  In  der  Nähe  einer  gewöhyilicheyi  Stelle  von  C  läßt 
sich  wenigstens  ein  Paar  der  Gleichungen 

(3)  Xj,  =  Qhj,{t),  fc  =  0,  1,  .  .  .,  n, 
nach  Q,  t  analytisch  auflösen. 

Denn  eine  gewöhnliche  Stelle  {x)  =  [a]  ist  ja  eben  dadurch 
charakterisiert,  daß  es  wenigstens  ein  Paar  k,  l  gibt,  wofür 
ttj  =t=  0  und 

(4)  ?  =  /(0.  /'(0)+0. 

Hiermit    erweist    sich    t    als    analytisch    in    {Xf,,  Xi),    und    da    nun 
hi{0)  =  a,  4=  0,  so  wird 

ebenfalls  analytisch  in   {x^,  Xi). 

4.  Satz.  Die  Kurve  C  resp.  das  Gebilde  C'  läßt  sich  vermöge 
eines  Ehenenbüscliels 

(6)  -^=7!*'  u^  —  zv^  =  0. 
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auf  eine  über  der  z- Ebene  ausgebreitete  yn- blättrige  Biemannsche 
Fläche  F  projizieren. 

Hat  C  keine  mehrjaclien  Fmikte,  so  wird  F  nur  einfache  Ver- 
zweigungspunkte aufweisen  müssen. 

Zum  Beweise  des  ersten  Teils  braucht  man  nur  die  Ebenen 
Ux  =  0,  Vx  =  0  so  zu  wählen,  daß  eine  jede  davon  die  Kurve 
in  VI  Pimkten  schneidet  und  die  beiden  Ebenen  außerdem  keinen 
Schnittpunkt   mit  C  gemein  haben. 

Der  Beweis  des  zweiten  Teiles  wird  gerade  so  geführt  wie 
im  Falle  der  Noetherschen  Normalkurve,   Kap.  o,   §  17. 

Die  m-blättrige  Fläche  F'.  Das  Gebilde  C  wird  ein-emdeutig 
und  stetig  und  im  allgemeinen  analytisch  auf  eine  der  Fläche  F 
entsprechende  m-blättrige,  über  dem  {z^,  ^2)-I^aum  der  binären 
homogenen  Variabelen  ausgebreitete  Fläche  F'  vermöge  der 
Gleichungen 

(7)  z^  =  ru^,  Z2  =  rvj, 

abgebildet,  indem  man 

0  =  r 

setzt  und  t  den  gleichen  Wert  in  (3)  und  (7)  erteilt.  Dann  werden 
in  der  Nähe  einer  gewöhnlichen  Stelle  (a)  von  C ,  welcher  denn 
ein  gewöhnlicher  Punkt  von  F'  entspricht,  sowohl  x^,  Xi  ana- 
lytisch in   (%,  z^  als  auch  umgekehrt. 

Jede  eindeutige  Funktion  TF  an  C"  geht  somit  in  eine  ein- 
deutige Funktion  auf  F'  über,  und  umgekehrt.  Es  kommen  für 
uns  vorläufig  nur  solche  Fmiktionen  TF  in  Betracht,  welche  homo- 
gen von  ganzzahliger  Dimension  sind  und  sich  in  der  Nähe  einer 
beliebigen   Stelle  in  der  Form 

Q^F{t),  m   eine   ganze   Zahl, 

ausdrücken  lassen,  wo  F{t)  meromorph  ist.  Eine  solche  Funktion, 
durch  af  geteilt,  geht  in  eine  eindeutige  Funktion  auf  %,  und 
somit   auch   auf  F  über,   welche   nur   Pole   aufweist.   Sei 

W  ^  -^ 

eine  zu  F  gehörige  Funktion.   Dann  wird 

W_  __  Qr^Fjt)  _F{t) 
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wie  soeben  bemerkt,  eine  absolute  Invariante  der  automorphen 
Gruppe.  Auf  F  verpflanzt  wird  diese  Punktion  daselbst  eindeutig 
und  läßt  sich  als  eine  rationale  Funktion  R{w,  z)  darstellen.  Mit- 
hin wird 


also   eine  rationale  homogene  Funktion  von   (a;^,  x^,  .  .  .,  a;„). 

Eine  solche  Funktion  W  heißt  eine  algebraische  Form  auf  C 
von  der  Dimension  m.  Dazu  wird  noch  die  Funktion  bzw.  Form 
T'F  =  0  gezählt,  der  der  Begriff  von  Dimension  indessen  abgeht. 
Ist  7/1^0  oder  ist  T7  =  0 ,  so  heißt  W  eine  ganze  algebraische 
Form  auf  C.    Hiermit  ist   denn  der  folgende   Satz  gewonnen. 

0.  Satz.  Jede  algebraische  Form  auf  C  läßt  sich  rational  und 
homogen  durch  Xq,  Xi,  .  .  .,  x„  ausdrücken. 

Von  den  Integralen  am  Gebilde.  Wir  wollen  jetzt  eine  Defini- 
tion des   Integrals 

(8)  J  =  fP^dx,  +  ---  +  P,dx„ 

am  Gebilde  C  aufstellen,  wobei  wir  indessen  jetzt  x^,  .  .  .,  Xn 
statt  Xq,  Xi,  .  .  .,  Xn  schreiben.  Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  eine 
reguläre  Kurve  F  im  Räume  der  uniformisierenden  Varia belen 
o,  t  an, 

F:  Q  =  fW,  t=a>{X),  ?^^?.^X„ 

und  bezeichnen  wir  die  Bildkurve  im  Räume  der  (xj,  .  .  .,  x„) 
mit  ß, 

©:  x^  ^  ohkit),  k  =  1,  .  .  .,n, 

wobei  also  q  =  f{l),  t  =  co{X).  Die  Funktionen 

Pk=^  Pki^x,  •  •  -.^n),  k  =  \,...,n, 

sollen  in  den  Punkten  von  ©  definiert  sein  und  stetig  von  X  ab- 
hängen.  Dann   soll   das   Integral   (8)   erklärt   werden  als 


(9)  ^=j'^S'äX 


d). 


Sei  (a)  ein  Punkt  von  C".  Dann  wird  auch  (Aa),  1  ^  A  ^  Aj, 
auf    C   liegen.    In    diesen    Punkten    sei    Pj.,    k  =\ n.    stetig 
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in  )..   Wir  verlangen  nun,   daß 

'•    n 

(a)  r^ a^Pfc (/«!,..  .,;.a„)d;.  =  0. 

Daraus  folgert  man,  indem  man  nach  /  differenziert  und  nach- 
träglich   A  =  1   setzt,   daß 

«l-PlK,   •   •   .,  «n)    +   •  •   •   +  an-Pn(ai,   •   •   •,  «J   =  0 

ist.  Insbesondere  erkennt  man  also,  daß  allgemein  in  jedem 
Punkte  von  C",  in  dessen  Umgebung  Pjdx^,  •  •  -,  x^)  stetig  von 
(x^,  .  .  .,  x„)  abhängt,   die  Eelation  statt  hat: 

(10)  x^Piixi,  .  .  .,  J-„)  +  •  •  •  +  ^„Pn(^,  •  •  .,  x„)  =  0. 
Wir  können  jetzt  dem  Ausdruck 

eine  neue  Form  geben.   Da 

d  Xj.  1 '  /.\  dt    .    ^     /,\  dp 

ist,   so   kommt 

Pi  ^  +  •  •  •  +  p„  ^  =  o[p,/i;  (f)  + . . .  +  F,K  (^)]  II 

+  [P,K{t)  +  •  ■  •  +  FnK{i)Y/^, 

und    nun    verschwindet    die    letzte    Zeile    wegen    (10).    Demgemäß 
können  wir  das  Integral  (8)  resp.  (9)  auch  in  der  Form  schreiben: 
/. 

(11)  J  ^/e  { Pi K  (<)  +  •••  +  Pn K  (i)]  l^dX, 

oder  schlechtweg 

(12)  J  =fo  VP,  [o}i,{t),...,o  K  (t)]  K  it)dt. 

Die  zweite  Forderung  ist  hier  ähnlich  wie  in  den  früheren 
Fällen,  §  9,  (3)  mid  §  10,  B).  Sei  nämhch  (a)  ein  Punkt  von  C", 
in  dessen  Umgebung  Pk{x\,  .  .  .,  a;„)  stetig  von  {x-^,  .  .  .,  x^)  ab- 
hängt, und  sei  F  eine  Kurve  des  Parameterraumes,  ©  ihre  Bild- 
kurve.  Setzt  man 

^'k==  Q^k>  k  =^1 ,  ...  ,71, 

Osgood,  Funktionentheorie  II,  2  33 


502    II,  6.  Der  Abelsche  Satz.  Schnittpunktsätze.  Der  Riemann-Rochsche  Satz 

wobei  Q  eine  willkürliche,  in  der  Nähe  von  1  belegene  Konstante 
bedeutet,  so  geht  ©  in  eine  zweite  Kurve  ^'  jener  Nachbarschaft 
über,  der  eine  Kurve  F'  entspricht.  Und  nun  soll 

J^^h  (a^l .  •  •  • »  O  ^4  =  f^Pic  (a;i ,  .  .  . .,  xj  dxj^ . 

Demgemäß  muß 

f^lQPkiQ^i,  '  •  ■,QXn)  —  PfcK,  .  .  .,  x„)]  dx^  =  0, 

woraus  sich  denn  ergibt,   daß 

(b)  PjciQ^i,  ■  •  •>  ?^n)  =  -^^^-^^i^,  /c  =  1,  .  .  .,  n. 

Hieraus  geht  aber  nicht  hervor,  daß  Pj^,  als  Funktion  der 
n  Argumente  {x^,  .  .  .,  x„)  aufgefaßt,  homogen  ist,  da  (a)  bloß 
am  Gebilde  C  gilt. 

Nunmehr  sind  wir  in  der  Lage,  dem  Integrale  (8)  die  end- 
giltigen  Umformungen  angedeihen  zu  lassen.  Um  die  Voraus- 
setzungen nicht  mmötig  zu  erschweren,  verlangen  wir  sogar,  daß 
Pjc  eine  rationale  Funktion  der  n  Argumente  sei.  Dann  wird  an 
jeder   Stelle  von  C,  wo  alle  n  Funktionen  P^  stetig  sind, 

P,[Qh{t), . . .,  QK{t)}  =  ö-'P,l}H{t), . .  .,K{t)}. 

Damit  geht   das  Integral   (8)   resp.   (12)  in  folgende  über: 

(13)  J  =fyP,  [hAt),  .  .  .,hAt)]K{t)dt. 

Dieses  Eesultat  ist  aber  frappant,  denn  erstens  hängt  der 
Integrand  nur  von  t  ab;  zweitens  hat  er  keine  anderen  Singulari- 
täten als  nur  Pole.  Um  nmi  drittens  zu  erkeimen,  wie  er  sich 
den  Transformationen  der  automorphen  Gruppe  gegenüber  ver- 
hält,  ziehen   wir   die   parametrische   Darstellung   (7)   heran, 

(14)  h^Q9i{t),  h  =  Qgz{i)- 
Daraus  ergibt  sich,  daß 


i  dz,     dz^ 
(15)  {zdz)  =  i  =  ?' 


^1        92 

9i     92 


dt. 
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Das  Integral   (13)   nimmt  jetzt   die  Form  an: 


(16)  J=f^{zdz), 

0{t) 


ZP,{h,{t),...,h„{t))h',it) 


g\{t)   gW) 

.91  (0       92(0 

Nmi  muß  aber  der  neue  lutegrand  0{t)lQ^  eine  absolute  In- 
variante gegenüber  den  Transformationen  der  Gruppe  sein,  deren 
Fundamentalbereich  aus  (P,  %),  §  13,  besteht,  denn  dies  gilt  ja 
sowohl  von   {z  dz) ,   also  auch  von 

.^  ^k  \^1 )  •  '  •  )  ^n)  d  Xji . 
k 

Infolgedessen  erweist   sich 

w  =  *  ?' 

Q- 

als  eine  algebraische  Form  auf  der  Fläche  F',  homogen  von  der 
Dimension  —  2. 

Hieraus  leitet  man  sofort  eine  eindeutige  Funktion  am  Ge- 
bilde F  ab,  indem  man  etwa 

Zl  0  (0 

bildet.    Letztere    Funktion    läßt    sich    aber    rational    durch    {w,  z) 
ausdrücken : 

zlW  =  B{w,z). 

Endlich  können  wir  alles  durch  die  x^,  .  .  .,  Xn  ausdrücken. 
Da 

^1  =  u^,  z^  =  v^,  IV  =  wjv^, 


so  ergibt  sich,   daß 


7?  L 

(M\  W  =        ^^g*     '^x!  ^  G(Xi,  .  .  .,  Xn) 

^    ^  t-l  H(x,,...,x„) 

ist,  wobei  G,  H  homogen  in  den  unabhängigen  Variabelen 
(a^i,  .  .  .,  a:„)  sind  und  G/H  von  der  (— 2)  -  Dimension  ist.  Das 
Integral   (8)   nimmt  jetzt   die  Form  an: 

(18)  J  ^J  F{Xi,  .  .  .,  X„)  (v^Mdx  — W^Wdx), 

33* 
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wo  F  rational  und  homogen  von  der  ( —  2)  -  Dimension  in  allen  n 
Argumenten  ist: 


F{Xl,  .  .  .,  x„)  := 


H{x^,..  .,Xn) 


In  dieser  Gestalt  verhält  sich  das  Integral  bereits  formal  in- 
variant  gegenüber   den   Kollineationen   des   projektiven   Baumes. 

Kanonische  Kurven.  Gibt  es  eine  ganze  algebraische  Form  a 
auf  C",  welche  in  jeder  Nullstelle  der  Funktion 

dt 

genau  ebenso  oft  verschwindet  und  sonst  von  Null  verschieden 
ist,  so  heißt  a  die  Verztveigungsform,  und  das  Gebilde  C  heißt 
kanonisch.  Es  gibt  dann  ein  invariantes  überall  endliches  Diffe- 
rential 

(19)  ^^^'"xUdx  —  UxVd^^ 

Ist  (5  +  2  die  Dimension  von  a  und  ist  F{xi,  .  .  .,  xj  eine 
ganze   algebraische   Form   auf   C   von   der   Dimension  ö,   so   stellt 

(20)  Jf{xi,  .  .  .,Xn)doj 

ein  überall  endliches  Integral  am  Gebilde  C  vor;  und  umgekehrt 
läßt  sich  jedes  solche  Integral  in  dieser  Form  darstellen.  Darum 
gibt  es  auch  genau  p  linear  unabhängige  ganze  Formen  von  der 
Dimension  ö. 

Will  man  die  Definition  eines  überall  endlichen  Differentials 
allgemein  formulieren,  so  könnte  man  dasselbe  geradezu  durch  die 
Formel 

(21)  doi^-^dt 

erklären,  wo  F{t)  analytisch  im  Kreise  K:  |  f  |  <  1  und  von  Null 
verschieden  ist,  fi  ganzzahlig  ausfällt  und  d(o  sich  invariant 
gegenüber  den  Transformationen  der  automorphen  Gruppe  ver- 
hält.  Dann  wird  aber 

^^^>  dZy -  ^ 

zur  Verzweigungsform.  Da  letztere  bei  festgehaltenen  (u,  v)  bis 
auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmt  ist,  so  gilt  dasselbe  auch 
von  du). 
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Eine  ganze  algebraische  Form  auf  C  geht  in  eine  ebensolche 
auf  F'  über,  und  ebenso  geht  wegen  (21)  ein  überall  endHches 
Differential  auf  C  in  ein  ebensolches  auf  F'  über,  und  umge- 
kehrt. Mithin  wird  F'  kanonisch,  falls  C  es  ist,  und  umgekehrt. 

Sei  w  der  Grad  der  Kurve  C".  Dann  ist  m  auch  die  Blätter- 
zahl von  F  bzw.  F',  und  da  letztere  Flächen  kanonisch  sind,  so 
muß 

^f  —  2  =  mö 

sein.  Mithin  ist  m  insbesondere  ein  Teiler  von  2  p  — 2. 

Vollständiger  Schnitt  zweier  Flächen.  Im  Falle  die  Raumkurve 
aus  dem  vollen   Schnitte  zweier  Flächen 

F{x^,  x^,  X3,  Xi)  =  0,  0{x^,  X2,  x^,  x^)  =  0, 

besteht  und  außerdem  smgularitätenfrei  ist,  wird  die  Verzwei- 
gungsform a  durch  die  Jacobische  Determinante  der  vier  Formen 
F,   0,   u^,   v^   geliefert: 

(23)  a  =  \F0uv\. 

Hier  ist  z  =  ujv^,  und  dco  nimmt  somit  die  Form  an: 

^"^^  ^^-      \F0uv\ 

Die  Noethersche  Normalkurve  als  kanonische  Kurve.  Knüpfen 
wir  an  die  p  linear  unabhängigen  Integrale  erster  Gattung  in 
parametrischer  Darstellung  an: 

t 

U^{t)=f0a{t)dt, 

SO  wird  die  Noethersche  Normalkurve  durch  die  Gleichungen 
ausgedrückt, 

Wir  haben  diese  Kurve  bereits  auf  ein  Ebenenbüschel 

u~ 
2  =  — 

Vx 

projiziert  und  sind  somit  zu  einer  über  der  2- Ebene  ausgebreite- 
ten (2p  —  2) -blättrigen  Riemannschen  Fläche  F  gelangt.   Dieselbe 
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ist    fernerhin    kanonisch,    denn    es    gibt    ja    eine    Verzweigungs- 
funktion 

dz       VipUip'  —  UcpVif,' 


s  = 


dw  vf 


WO 

t 


=J*v,f,  dt 


w 

y 


ein  Integral  erster   Gattung  vorstellt.  Hier  ist  offenbar 

die  Verzweigungsform.  Dieselbe  ist  von  der  dritten  Dimension. 
Die  Fläche  F^  wird  hier  durch  die   Gleichungen 

uniformisiert.   Das   überall  endliche   Differential  dco  hat   die  Form 

j            (z  dz)        d  t 
dco  =  ^^ —  —  • 

Die    Integrale    erster    Gattung    drücken    sich    durch    die    Formel 


aus: 


(t)  ^  jXadcO,  Oi  =  1,  .  .  .,'p. 


Aus  diesem  letzten  Beispiele  geht  nun  der  folgende  allge- 
meine  Satz  hervor. 

Jedes  algebraische  Gebilde  vom  Geschlechte  p  >  0  läßt  sich  um- 
kehrbar eindeutig  und  stetig  und  im  allgemeinen  analytisch  auf  eine 
kanonische  Fläche  bzw.  Kurve  abbilden. 

§  16.  Die  Primfunktion  am  liomogenen  Gebilde. 

Der  Abelsche  Satz.  Knüpfen  wir  an  den  Ab  eischen  Satz  im 
Falle  der  Integrale  dritter  Gattmig  an.  Vorgelegt  sei  eine  m- 
blättrige  über  der  2: -Ebene  ausgebreitete  algebraische  Eiemann- 
sche  Fläche,  F,  als  Substrat  des  algebraischen  Gebildes  auf- 
gefaßt.   Wir   nehmen   zwei   Punkte,   z  =  a,b,   an,   welche   zunächst 

getrennt    voneinander,    so- 

:>         ,     •     :  :     «    '    =:;r    wie  von  den  Verzweigungs- 

^*  ^'  punkten,      im      Endlichen 

^  liegen   sollen.  Die   überein- 

^'"-'  ^rr.-j  ander     liegenden     entspre- 

Fig.  44.  chondon     Stellen     von     F 
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mögen  mit  a,  %,  . . .,  a^^-i  bzw.  h,  h^,  . . .,  h^_i  bezeichnet  werden. 
Seien  x,  y  zwei  benachbarte  Punkte  von  a  resp.  h.  Dami  lautet 
der  Abelsche  Satz,  Kap.  5,   §  12,  wie  folgt: 

Die  Primfunktion  in  niclit-liomogeyier  Darstellung.   Sei 
a.=  ic  +  Ax,  h  =  y  -{-  Ay. 

Aus  der   Gleichung  (1)  geht  hier  hervor: 

Traft  _  77«. 6,    I     ...     I     j-ra,„-ib,n.-i  ].^„ /lixAlj 

^^xy  —  '^^xy-r-  -r^^xy  '■^o  (^x  — y —Ay)  {ij  — X—Ax)' 

_     ab  "'^^jj<^kbk 

(1')      AxAye      ''y={x-y-Ay){y-x-Ax)e'^-'     ""^  . 


Erinnern  wir  an  die   Definition   der  Primfmiktion  ü  {t,r): 

_    t  +  fi.t,t  +  \t 
X{t,T)  =        lim         Af  Are       '' 

(2)  <J  (a<,Ar)  =  (0,0) 

Q{t,r)  =  CVX{t,  r). 
Dementsprechend  liegt  es  nahe,   auch  hier 


(3) 


x^-  \x,y+  \y 

Xp{x,  y)  =         lim         AxA^je       ^^ 

(i^x,  \y)  =  (0,0) 


,  ^F{^>y)=^  CpVXpix,  y) 


zu    setzen,    wobei    der    Index   an    die    Fläche   F   als    Substrat    der 
Funktionenklasse  erinnern  soll. 

Nun  haben  beide  Formeln  zur  Definition  von  X(^,  r)  resp. 
Xj^(a;,  y)  dies  gemein,  daß  der  letzte  Faktor  der  Veränderlichen 
in  beiden  gleich  ist: 

_      t+  M,r+  /S.T  x+\x,y+A.y 

(4)  e       '"  =e     ^y 


Damach  ist 

,x+sx,y+sy       ^^Ay  „<+A«,ir+At 


x+.\x,y+\y         .         .  t- 

(5)        AxAye      ''^  ^^^AfAre"'' 


Drückt   man  durch   die   Gleichung 

(6)  z^cpit) 

die   Funktion   aus,   wodurch   die   Fläche  F  auf   den   Fundamental- 
bereich  §  der  automorphen   Gruppe  abgebildet  wird,   und  nimmt 
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man   in    (5)    den   bewußten    Grenzübergang  vor,   so   kommt: 

Xj'(^.  y)  =  9''(0  95'W  X(^  t), 
und  somit 


(7)  Q^{x,y)  =  A']/'^^^/^Q{t,x). 

Diese    Darstellung    gilt    allgemein    im    Bereiche    |f|<l,   |t|<1. 

Nun  geht  aber  diesem  ü^  {x ,  y)  eine  wesentliche  Eigenschaft 

der    Primfunktion    ab,    welche    doch    nur    an    einer    Stelle    von   F 

verschwinden  darf.  Würde  man  etwa,  um  dem  abzuhelfen,  durch 

[q)'  (t)  (p'  (t)]  ^  teilen,  so  würde  die  neue  Formel  hebbare  Unstetig- 
keiten  aufweisen. 

Klein  wendet  die  Schwierigkeit  vermöge  seiner  überall  end- 
lichen Differentiale.  Ein  solches,  doy,  hat  ja  stets  die  Eigenschaft, 
daß  dcoldt  überall  am  Gebilde  stetig  und  von  Null  verschieden 
ist.    Genauer  ausgedrückt  hat  da  stets  die  Form 

(8)  Aco  =^   f^S'     dt, 

WO  F{t)  sich  analytisch  im  ganzen  Kreise  |<|  <  1  verhält  und 
nirgends  verschwindet,  und  q,  a,  .  .  .  die  Homogenietätsfaktoren 
sind,  und  wo  nun  dco  insbesondere  emdeutig  am  homogenen  Ge- 
bilde, also  eine  absolute  Invariante  gegenüber  den  Transforma- 
tionen der  erweiterten  Gruppe  ist,  deren  Fundamentalbereich  aus 
dem  Zylinderbereich  (P,  2",  .  .  .,  f^)  besteht.  Was  sind  aber  die 
unabhängigen  Variabelen,  die  Argumente  von  doj,  in  der  im 
Werden  begriffenen  Definition  dieser  Funktion?  Offenbar  vor 
allem  t,  nebst  q,  a,  .  .  ..  Nun  geht  aber  dt  formal  vermöge  einer 
Transformation  der  automorphen   Gruppe, 

ta  =  La{t), 

in 

dta  =  K{t)dt 

über.  Das  Papier  ist  geduldig  und  drückt  oft  ein  Auge  zu,  wenn 
ein  Undefiniertes  Differential  sich  in  der  Mathematik  breit  macht 
und  volles  Bürgerrecht  für  sich  beansprucht,  obwohl  es  keinen 
Geburtsschein  vorlegen  kann. 

Die  Antwort,  die  hier  am  besten  paßt,  ist  folgende.  Sei  P 
ein  beliebiger  Punkt  des  homogenen  Gebildes,  und  sei  Q  der 
Bildpunkt   im  Fundamentalbereich   der    Gruppe.    Sei  F  eine  regu- 
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läre  Kurve  des  letzten  Bereiches,  welche  von  Q  ausgeht  und  ver- 
möge des  reellen  Parameters  A  dargestellt  wird,  Xq  ^  2  ^  Ai,  wo- 
bei A  =  Ao  dem  Punkte  Q   entspricht.   Dann  soll 

AA  -  A  -  Ao 

die  unabhängige  Variabele  sein.  Der  Grund  für  diese  Wahl  der 
Definition  besteht  darin,  daß  der  Parameter  A  bei  jeder  Trans- 
formation der  automorphen   Gruppe  invariant  bleibt. 

Hiernach    besteht    die   endgiltige   Defmition   von   dco   aus   der 
Formel 
(9)  dco  =   ^  y      Ti  ^A, 

wobei  nun  die  unabhängigen  Variabelen  t,  q,  a,  .  .  .  und  AA 
sind. 

Wir  gehen  jetzt  wieder  von  der  Formel  (4)  aus,  wobei  nun 
X  und  y  sich  auf  zwei  vöUig  willkürliche  Stellen  des  homogenen 
Gebüdes  beziehen,  und  bilden  dann  vermöge  d(Ox  und  doiy  einen 
Ausdruck,  welcher  der  linken  Seite  von   (5)  entspricht: 

_jjX+\x,y-sy 

dcOrdcDue      ^  ^ 


^r    F(t)    ^     r    F(0    1      dt  dxAÄAf^^^      -nlt'''''-'^' 
Le™a"  .  .  J(a;)  [^"»ct"  .  •  .J(j/)  dA  d/i    A  f   A  t 

Dann  wird 

lim         dco,  doj,  ,-^^r'''"^''=  x^{x,  ^)  =  ^^  ^  X  («,  r). 

(Aa.Al/)  =  (0,0)  ^^        ^^ 

D-ie    Primfunktion    Q^ix,  y)    am    homogenen    kanonischen    Ge- 
bilde wird   nunmehr  als 


(10)  Ü^ix,y)  =  CVx^(x,y) 

erklärt.    Sie    hängt    mit    der    automorphen    Primfunktion    Q{t,  r) 
durch  die   Gleichung 


(11)  0^(a:,i/)=]/^^^i3(i,T) 

zusammen,  wobei  man  rechter  Hand  einen  konstanten  Faktor 
füglich  einschalten  kann  —  sogar  oft  muß,  da  eben  nicht  ge- 
sagt worden  ist,  welche  Quadratwurzel  genommen  werden  soll. 
Wie  man  sieht,  ist  die  durch  die  Quadratwurzel  dargestellte  Funk- 
tion eindeutig  am  Gebüde,  falls  die  Exponenten  m,  n,  .  .  .  in 
(8)    lauter    gerade  Zahlen    sind,    was  allerdings  nicht  stets  zutrifft. 
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Explizite  Darstellung  der  homogenen  Primfunktion  ü^{x,  y) 
vermöge  der  Integrale  dritter  Gattung.  Aus  der   Gleichung  (1'), 

^  ^  M  Ar  e'"''^ ^  {x  -  ij  -  Aij)  {y  -  X  -  ^x)  e*=^    "^^ 

ergibt  sich  durch    Grenzübergang,   daß 

im-l      XkVk 

(12)  .Q(f,T)  =  -^^^l=e2^--     ^^    , 

wobei  wir  der  Einfachheit  halber  in  bestimmter  Weise  über  den 
konstanten  Faktor  verfügt  haben. 
Aus   (11)   und  (12)   folgt,  daß 

1  ?/i  —  1     x^  y/i 

(13)  ü^(x.y)  =  -^^Ä='\/^^p^e"^^^"'''    . 

Diese  Formel  läßt  sich  für  ein  bestimmtes  kanonisches  Ge- 
bilde vereinfachen. 

oc)  ü^{x,  y)  auf  der  kanonischen  Biemannschen  Fläche  F^. 
Setzen  wir  hier 

so  geht  aus  den  Eelationen 


Z==(pit), 

z  = 

«2 

hervor,   daß 

Andererseits 

ist 

9>'{t)='- 

iQ'i  —  Qig'i 
gl 

^ 

Mithin  ist 
EndUch 

hat 

d(Ox 
man 

(xdx) 
~       Ox       ~ 

Ox 

_  Q-gl  _ 

Ox 

giffi) 

Ox' 

dt. 

x,         y,         (x  y) 
Als  endgiltige  Form   der  Primfunktion   ergibt   sich   hier   also 

1  "I  -  '       Xi  Vi 

(14)  ß,(x.;,)  =  -^e^.-    '"   . 

Die    Formel    läßt    zwar    den    invarianten    Charakter    von  üg{x,  y) 
gegenüber    linearen    Transformationen    der    homogenen    Variabelen 
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(xi,  X2),  {ijx,  y2)  erkennen,  leidet  aber  an  dem  Mangel,  daß  sie 
in  den  Verzweigungspunkten  versagt,  und  dies  gilt  auch,  falls 
X  =  y,  ohne  daß  die  Stelle  x  von  F  mit  der  Stelle  y  zusammen- 
fällt. 

ß)  Der  hyperelli'ptische  Fall.  Hier  ist 

(x  dx) 


(15)  a  =  Vf{x),  dco  = 

VvO 

f[X)  =  u-2  j,  +  2  (a^i ,  2*2) . 

Ferner   bestehen   die    {Xk,  yk)   aus   dem   einen    (im   anderen   Blatte 
belegenen)   Punkte   {x,y).  Mithin  ^^-ird 

(16)  .Q,(^,^)  =  ,-^e^"-. 

Vfix)f{y) 

y)  Kanonische  Kurven  in  der  Ebene.  Hier  hat  da)  die  Form 

^  \  C  X  dx   \ 

dco  = ^_,    • 

Setzt  man 

Ci  =  ß2  0C3  —  ß^Oio,  C2^  ßsOCi—  ßiOCs,  Cg  = /9i  Äg  "  /^S  «1  ^ 


z  = 

=  ^»          h  =  Qoc^,          z.2  =  gß^, 

wobei  nun 

Xx  = 

=  Q7 

'1  {t)>               ^2  =  0  ;^2  {t)  ,               ^3=9X3  {t) , 

so  kommt 

\cx  dx\  =  Q~{ßy(Xy  —  <x^ß^,)dt, 

Femer  ist 

^  =  ^(0^           ^-t  =  f.' 

Mithin  ist 

ßx 

dt      Q   ß}           ßx 

(p'{t)         {aßa)af-'        {aß<x)a^-^ 
So  geht   denn   (13)   hier  in  folgende  Formel  über: 

(17)  Q^{x,  y)  ^  <^^ßv-o^yß._ e2Ä     -v   ^ 

Viaß(x)a^J^-^'{aß<x)af-^ 
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ö)  Kanonische  Baumkurven.  Im  Falle  die  Eaumkurve  aus 
dem  vollen  Schnitte  zweier  algebraischen  Flächen  besteht  und 
außerdem  singularitätenfrei  ist,  ergibt  sich  aus  (24)  §  15,  nebst 
(13),    daß 

(18)  Ü^(x,  y)  =  __J^xVy-^^xUv  __  g2,^,    ^y   _ 

s)  Die  Is  0  etiler  sehe  Normalkurve.  Wir  haben  hier 
z^'^^^"^,  also  <p(0  =  '^; 

j  „,  —  „3  »  a  —  Q  [v^j,  Uff,,       w^  Vfj,,) , 


d  w  V. 


tt> 


,      (zdz)  dt 


Mithin  ist 


l"'r'/7f*^* 


(19)  ^g(a^>^)=    ^  ,— ^--g  ^'^  ,       7n  =  2p-2. 

ya^ay 

§  17.  Zwei  allgemeine  Sätze  über  liomogene  Funktionen. 

1.  Satz.   Verhält  sich  eine  Funktion 

u  =  f{zi,...,z„) 

in  einem  Funkte  (a)  =  (a^,  .  .  .,  ö„)  analytisch  und  genügt  sie  der 
Funktionalgleichung 

(A)  i{Xz^,  .  .  .,  Xzn)  =  A'"/(^'i,  .  .  .,  z^), 

ICO  [z),  "k  in  der  Nähe  von  (a)  resf.  1  liegen  und  A"*j^^^=  1,  so  ge- 
stattet sie  eine  analytische  Fortsetzung  längs  eines  Weges 

Zji;  =^  /.ajc,  k  ^  1 ,  .  .  .,  n, 

wobei  X  eine  unllkürliche  reguläre  Kurve  C  der  eigentlichen  X- Ebene 
beschreibt,  welche  vom  Punkte  X  =  1  ausgeht  und  nur  nicht  durch 
den  Funkt  A  =  0  hindurchgeht. 

Hiernach  gilt  die  Beziehuiig  (A)  allgemein,  wo  A  =#  0  ein  be- 
liebiger Funkt  ist,  A"*  eine  beliebige  Bestimmung  dieser  Fimktion 
bedeutet,  und  f{z'i,  .  .  •,  z"^)  eine  geeignete  Bestimmung  der  mono- 
genen analytischen  Funktion  f{zi,...,z„)  im  Funkte  (a')  =  (Aa) 
vorstellt. 
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Zum  Beweise  umgeben  wir  die 
Kurve  C  mit  einem  nicht  bis  an 
den  Punkt  A  =  0  hinanreichenden 
Bereiche  S.  Sei  {S)  =  (S^,  .  .  .,S„):      ^  =  o     \^^=^^    Fig. 45. 

Ä^:  W  —  «fcl  <K,  fe  =  1 ,  .  .  .,  n, 

ein  Zylinderbereich,  worin  ]{z-^,...,z^  sich  analytisch  verhält, 
und  sei  ©  =  (S,  Z)  der  hierdurch  definierte  Bereich  der  Varia- 
belen  (^^i,  .  .  .,  s;^,  A). 

Wir  führen  jetzt  die  Transformation 

T:  z'^  =  Iz^,  k=l,  .  .  .,7i;  l'  =  l, 

aus.  Hierdurch  wird  der  Zylinderbereich  @  der  ursprünglichen 
Variabelen  auf  einen  nicht-zylindrischen  Bereich  ©'  des  trans- 
formierten Baumes   ein-eindeutig  und   analytisch  abgebildet, 


©': 


^  —  a^<\,       d.h.       \z^  —  XaT.\<\'k\h^,       k  =  l,...,n; 

A'  =  ;i. 


Damit  ist  die  Funktion  /(%,  ...,5;„)  in  eine  in  (S'  analy- 
tische Funktion  0{z[,  .  .  .,  z'^,  1')  übergeführt  worden : 

(1)      0{z„ . . .,  4,  X) = f{z„ . . .,  ^j =/(;i, . . .,  ^)- 

In  der  Nähe  des  Punktes  {z[,  .  .  .,  z'^,  A')  =  (a^,  .  .  .,  a„,  1)  ist 
andererseits 

0{z[,...,z:,X)=X'-^f{z[,...,z',). 
Hieraus  ergibt  sich,   daß 

(2)  /(.;,...,  4)  =  A'-0«,,..,  4,  r), 

solange  {z[,  .  .  .,  z'n,  X)  zunächst  in  der  Nähe  von  (a^,  .  .  .,  a„,  1) 
liegt.  Da  nun  aber  die  Funktion  0{z\,  .  .  .,  z'^,  X')  und  ebenso 
die  Funktion  /.'™  sich  im  ganzen  Bereiche  (3'  analytisch  verhält,  so 
muß  die  Beziehung  (2)  im  ganzen  Bereiche  ©'  gelten.  Hieraus 
erkennt  man,  daß  /(^i,  .  .  .,  0„)  die  in  Aussicht  genommene  ana- 
lytische   Fortsetzung  gestattet. 

Ist  endlich  A4=0,cx3  ein  beliebiger  Punkt  und  A"*  eine  be- 
liebige Bestimmung  dieser  Funktion  darin,  so  kann  man,  auf  der 
Eiemannschen    Fläche    der    Funktion    )J^,    eine    einfache    reguläre 
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Kurve  anlegen,  welche  A  =  1  mit  A  =  A  verbindet  und  nicht  durch 
den  Punkt  A  —  0  resp.  oo  hindurchgeht.  Dann  wird  der  Streifen 
E  auch  dementsprechend  auf  der  Fläche  angelegt,  nur  wird  er 
möglicherweise  mehrblättrig  ausfallen,  was  jedoch  der  Schluß- 
weise keinen  Abbruch  tut. 

Die  Forderung  des  analytischen  Charakters  läßt  sich  unter 
gewissen  weiteren  Einschränkungen  durch  die  bloße  Stetigkeit  er- 
setzen. 

2.  Satz.  Verhält  sich  eine  reelle  oder  koinjplexe  Funktion  u 
der  n  reellen  Argumente  x^,  .  .  .,  x^, 

u  =  /  (2^1  j  •  •  •  j  Xji)  , 

stetig  in  einem  Bereiche  T  dieser  Variabelen  und  genügt  sie  der 
Funktionalgleichung 

(A')  f{?ix„...,?.x„)  =  ?.-^f{x,,...,x,), 

ICO  (x)  in  T  und  A  in  der  reellen  Nachbarschaft  der  Stelle  ^  —  1 
liegt  und  ?,'^  i^i=l  ist,  so  gestattet  sie  eine  stetige  der  Funktional- 
gleichung (A')  stets  genügende  Fortsetzung  längs  eines  Weges 

x-j^  =  AXi-,  k  =  1 ,  .  .  . ,  n, 

tvohei  A  den  Halhstrahl  0  <  A  <  oo  durchläuft.  Die  also  erweiterte 
Funktion  braucht  indessen  nicht  eindeutig  aufzufallen. 

Der  frühere  Beweis  paßt  sich  diesem  Falle  ohne  weiteres  an. 

Man  könnte  den  2.  Satz  noch  verallgememern,  indem  man 
voraussetzt,  daß  /  auch  für  die  Punkte  (Aa-j,  .  ,  .,  Xx„)  definiert 
und  stetig  ist,  wobei  A  komplex  ist.  Bleibt  man  aber  bei  den 
Voraussetzungen  des  2.  Satzes,  so  braucht  die  Eelation  (A')  nicht 
zu  gelten,  wenn  A  <  0,  selbst  dann  nicht,  wenn  alle  darin  auf- 
tretenden Funktionen  definiert  und  stetig  sind,  wofür  nun  das 
klassische    Beispiel    aus    der   Variationsrechnmig  den  Beleg  liefert: 


/(Xi,  .  .  .,xJ=Vxl-i-----\-  xl. 

Hier  besteht  die  Eelation  (A'),  falls  m  =  1  gesetzt  wird,  für  alle 
positiven  Werte  von  A.  Ist  A  dagegen  negativ,  so  hört  die  Rich- 
tigkeit von   (A')  auf. 

Die  Möglichkeit  einer  mehrdeutigen  Fortsetzung  wird  durch 
folgendes  Beispiel  klar.  Der  Boreich  T  möge  sich  aus  den  Halb- 
kreisen  zusammensetzen. 
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Ti:  0<{x--2)^+if<4,         ij^O; 

T,:  {x-l)^-^if<l,         0<y; 

Ts:  {x-dy-  +  if<l,         0<y. 

Die   Funktion  werde  nun,   wie  folgt,   erklärt, 

f{x,  i))  =  xij  in    Ti,    Ta; 


=  ijVx^  +  y^  in    T3. 

Homogene  Funktionen.   Eine  Funktion  heißt  homogen  von   der 

Ordnung  m,  falls  sie  den  Voraussetzungen  des  1.  resp.  2.  Satzes 
entspricht. 

Unter    den    Voraussetzungen    des    1.  Satzes  sei    etwa    a„  =t=  0 

und  sei  [z)  ein  Punkt  der  Umgebung  von  (a).  Dann  kann  man 
/  =  l/^„  setzen,  wodurch  denn  die  Beziehung  (A)  in  folgende 
übergeht : 

Das  Ergebnis  fassen  wir  nun  in  einen  Satz  zusammen. 

Zusatz.     Eine    homogene    analytische    Funktion    f{zi,  .  .  .,  z^) 
läßt  sich  stets  in  der  Form  schreiben: 

lüohei  cp{Z-^,  .  .  . ,  Z„  _  1)  eine  analijtische  Funktion  der  n  —  1  Va- 
riahelen {Zi,  .  .  .,Z„_i)  ist. 

Ein  ähnlicher  Satz  läßt  sich  auch  für  reelle  homogene  stetige 
Funktionen  reeller  Variabelen  aussprechen. 

3.  Satz.   Verhält  sich  die  Funktion 

u  =  f{z^,  .  .  .,Zr,) 

in  der  Nähe  eines  Punktes  (a)  a^ialytisch  und  genügt  sie  dort  der 
Differejitialgleichung 

du    ,  ,         du 

so  ist 

j{iz^, . . .,  ;.0„)  =  /.""fizi, . .  .,z„), 

icohei  l  in  der  Xähe  des  Punktes  ?.  ^  1  liegt  und  X""  denjenigen 
Zweig  dieser  Funktion  bedeutet,  ivelcher  iyn  Punkte  X  =  \  den 
Wert  1    annimmt. 
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In  der  Tat  sei   (C)   eine   beliebiger  Punkt   der  bewußten  Um- 
gebung,  den  man  nun  festhalte,   und   man   bilde   die  Punktion 

,^a)  =  /(AC,...,AC„), 

wobei    A   auf   eine   geeignete    Nachbarschaft    der    Stelle    A  =  1    be- 
schränkt werde.  Dann  ist 


^  =  Cl/l(ACl,   .   .   .,  AC„)  +  •  •  •  +  Cn/n(ACl,   .   .   .,  AC„)   =   J  (p. 

(p  =  KX"", 


d/i 
Daraus  ergibt  sich,  daß^) 


also  i 

/(;.Ci,...,AU  =  KA-,  j 

wobei  K  nicht  von  X,  wohl  aber  von  (Ci,  .  .  .,  Cn)  abhängt.   Setzt    | 
man  nun  X  —  1 ,  so  kommt 

/(C„...,C„)  =  Ä,  i 

und  somit  wird  l 

/(ACx,...,AU  =  A-/(Ci,...,Cn),  I 

w.  z.  b.  w.  I 

Wie  im  Falle  des  ersten  Satzes,  so  gilt  auch  hier  eine  ana- 
loge  Formulierung  im    Gebiete   der  reellen   Funktionen.  \ 

4.  Satz.  Ist  die  reelle  Funktion  u  der  reellen  Varidbelen 
(a;i,  .  .  .,  x„)  in  der  Nähe  eines  Punktes  (a)  mit  stetigen  Ableitungen 
erster  Ordnung  ausgestattet  und  genügt  sie  dort  der  Differential- 
gleichung I 

du    ,  ,  du  I 

50  ist 

f{Xx^,  .  .  .,  /.T„)  =  /""/(a-i, x„),  I 

wobei  X  in  der  Nähe  des  Punktes  X  =  1   liegt.  \ 

Der  frühere  Beweis  gilt  hier  unverändert. 


1)  Ist  m  =t=  0 ,  so  sei  /i  =  log  A"'.  Dann  geht  die  vorstehende  Gleichung 

in  folgende  über: 

dq>  „ 

^-^-9^  =  0. 

Demnach  muß 

(p  =  Ke"  =  JiA'". 

Ist  dagegen  ?>i  =  0,  so  iiat  man  ohne  weiteres  (p  =  K . 
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§  18.  Rückblick.     Eiemanns  Standpunkt. 

In  den  drei  letzten  Kapiteln  ist  durchweg  vom  algebraischen 
Gebilde  und  von  Funktionen  auf  demselben  die  Eede  gewesen. 
In  §  12  seiner  Abhandlung  über  die  Abelschen  Funktionen  i)  sagt 
Riemann: 

„Man  betrachte  nun  als  zu  einer  Klasse  gehörend  alle  irre- 
duktihelen  algebraischen  Gleichungen  zwischen  zwei  veränderlichen 
Größen,  welche  sich  durch  rationale  Substitutionen  ineinander 
transformieren  lassen,  so  daß  F{s,  z)  =  0  und  jPi(Si,  %)  =  0  zu  der- 
selben Klasse  gehören,  wenn  sich  für  s  und  z  solche  rationale 
Funktionen  von  s^  und  %  setzen  lassen,  daß  F{s,  z)  =  0  in 
Fi{Si,  Zj)  =  0  übergeht  und  zugleich  «i  und  %  rationale  Funktionen 
von  s  und  z  sind." 

Aber  allgemeiner,  im  Sinne  der  Analysis  situs,  läßt  sich  jede 
reell  zweidimensionale  Mannigfaltigkeit  als  Substrat  eines  alge- 
braischen Gebildes  auffassen,  worauf  sich  zwei  Funktionen  w,  z 
in  eindeutiger  und  stetiger  Weise  definieren  lassen,  welche  durch 
eine  algebraische   Gleichung 

G{w,  «)  =  0 

miteinander  verbunden  werden.  So  hat  man  außer  den  gewöhn- 
lichen n- blättrigen  ebenen  resp.  Kugelflächen,  welche  ja  im  ge- 
wöhnlichen Sinne  geschlossen  sind,  auch  den  Fundamentalbereich 
einer  automorphen  Gruppe  vom  bewußten  Typus,  sowie  die  p 
Periodenparallelogramme,  Kap.  8,  §  13.  Dazu  kommen  noch  die 
Eingf  lachen,  Kap.  4,  §  4,  sowie  die  Noet  her  sehe  Normalkurve, 
Kap.  5,  §  16,  und  die  verschiedenen  von  Klein  behandelten 
Raumkurven. 

Und  nun  betont  Riemann  die  Eigenschaften,  welche  gegen- 
über der  Gruppe  aller  umkehrbar  eindeutigen  analytischen  Trans- 
formationen der  zu  ein  und  demselben  Substrate  gehörigen  Funk- 
tionenpaare {w,  z)  invariant  sind.  Darin  besteht  eben  der  eigent- 
liche Kern  der  Riemannschen  Auffassung  dieser  Funktionen- 
klasse. 


1)  Journ.  für  Math.  54  (1857)  S.  33  =  Werke,  2.  Aufl.,  S.  119. 
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Siebentes  Kapitel. 
Periodische  Funktionen. 

§  1.   Definitionen. 

Eine  monogene  analytische  Funktion  F{zi,  .  .  .,  z^)  heißt  'peri- 
odisch, wenn  sie  einer  Funktionalgleichung  von  der  Form  genügt: 

(1)  F{z^  +  Pi,  .  .  .,  ^n  +  K)  =  F{z„  .  .  .,  z„), 

wo  Pj,  .  .  .,  P„  n  nicht  sämtlich  verschwindende  Konstanten  be- 
deuten. 

Vorauszusetzen  braucht  man  dabei  nur,  daß  es  ein  Paar  von 
Elementen  dieser  Funktion,  i^iiwj^,  .  .  .,  iVn)  mit  der  Spitze  im 
Punkte  (lü)  =  (h)  und  ^2(%'  •  •  •>  ^n)  niit  der  Spitze  in  (z)  =  (a), 
wo  (h)  =  {a  -j-  P),  gibt,  derart,  daß  in  der  Nähe  der  Stelle 
{z)  —  (a)  die   Gleichung 

Sl(^l  +  Pl,  -  •  ',  Zn  +  P„)  =  %2{Zx,  .  .  .,  2„) 

identisch  statt  hat.  Dann  bleibt  dieselbe  Eelation  auch  für  alle 
analytischen  Fortsetzungen  bestehen,  welche  ^2  gestattet.  Der  Defi- 
nitionsbereich der  vorgelegten  Funktion  läßt  mithin  eine  durch 
die   Gleichungen 

Z-^  =  Zi  -\-  ir-i,  .  .  .,  Z^  =  Zn  -\-  -Lfi 

definierte  Transformation  in  sich  zu. 

Jetzt  tritt  mit  voller  Klarht-it  hervor,  in  welchem  Sinne  die 
Relation  (1)  zu  verstehen  ist.  Rechter  Hand  darf  nämlich  ein  be- 
liebiges Element  der  Funktion  F  stehen.  Dann  gibt  es  stets  ein 
bestimmtes  zweites  Element,  welches,  linker  Hand  eingesetzt,  die 
Relation  erfüllt. 

Der  Komplex  (P)  =  (P^,  .  .  .,  P„)  heißt  eine  Periode.^)  Sind 
(P)  und   (Q)   Perioden,  so  sind 


1)  Auch  wohl  simuUioics  Periodoisystem  genannt;  Weierstraß,  >Verfee, 
Bd.  2,  S.  55.  Doch  entschließen  wir  uns  für  die  kürzere  Bezeichnung;  den 
längeren  Ausdruck  werden  wir  in  einem  anderen  Sinne  gebrauchen. 
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-{P)  =  {-P„...,-P„), 

m{P)  =  {mP-i^,  .  .  .,  wiP„), 

wo  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  ebenfalls  Perioden.  Damit  diese 
letzten  Aussagen  keine  Ausnahme  erleiden,  müssen  wir  indessen 
noch  den  Komplex  (0,  .  .  .,  0)  als  eine  Periode  definieren,  was 
denn  auch  geschehe.  Doch  soll  deshalb  eine  Funktion  nicht  perio- 
disch heißen,  wenn  sie  nur  die  eine  Periode  (0)  zuläßt. 

Allgemeiner  seien  [P'),  {P"),  •  -,  (P^*"^)  Perioden.  Dann  ist 
auch 

m'{P')  +  m"{P")  H +  m^'HP^'^) 

eine  Periode,  wobei  m',  .  .  .,  m'-"^  ganze  Zahlen  sind. 

Es  empfiehlt  sich  häufig,  die  Perioden  als  Punkte  des  reellen 
2w-dimensionalen  Raumes  der  komplexen  Variabelen  (%,...,  2;„) 
zu  deuten.  Und  ebenso  lassen  sie  sich  als  Vektoren  dieses  Rau- 
mes auffassen.  Dementsprechend  wird  die  Periode  (0)  bisweilen 
schlechtweg  mit   0  bezeichnet. 

In  der  Folge  werden  wir  uns  auf  solche  periodische  Funk- 
tionen beschränken,  sofern  das  Gegenteil  nicht  ausdrücklich  er- 
wähnt wird,  welche  eindeutig  sind  und  sich  im  Endlichen  mero- 
morph  verhalten. 

Eine  Funktion  P(%,  .  .  .,  ^„)  besitzt  unendlich  kleine  Perioden, 
wenn  sie  eine  Reihe  von  Perioden   (P^*^)  4=  0  zuläßt,  wobei 

Hm(P(^))  -  0. 

Im  Falle  n  =  1  waren  die  einzigen  periodischen  Funktionen 
mit  unendlich  kleinen  Perioden  die  Konstanten.  Ist  dagegen 
n  >  1 ,  so  treten  zunächst  noch  alle  solchen  Funktionen  hinzu, 
welche  von  weniger  als  von  allen  n  Größen  z,.  abhängen.  Sei  bei- 
spielsweise f{z)  eine  beliebige  monogene  analytische  Funktion  der 
einen  Variabelen  z.  Dann  ist  f{z)  auch  eine  monogene  analytische 
Fmiktion  der  beiden  unabhängigen  Variabelen   {w,z): 

f{z)^F{w,z). 

Letztere  Funktion  läßt  aber  die  Periode  (P,  0)  zu,  wo  P  eine 
willkürliche  Konstante  bedeutet. 

Außerdem  sind  noch  solche  Funktionen  zu  verzeichnen, 
welche     durch     eine     nicht-singuläre     lineare     Transformation     auf 

34* 
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Funktionen  von  weniger  als  n  Argumenten  zurückgeführt  werden 
können.   Beispiel : 

F{w,2)  =  f{z  —  io), 

wo  f{z)  die  frühere  Bedeutung  beibehält.  Diese  Funktion  läßt  die 
Periode  (P,    P)  zu,  wo  P  willkürlich  ist. 

Diese  Aufzählung  ist  aber  auch  erschöpfend.  Wir  können  näm- 
lich sagen: 

Hauptsatz.^)  Eine  eindeutige  anahjtische  periodische  Funk- 
tion F{zi,  .  .  .,  z„),  welclie  unendlich  Meine  Perioden  zuläßt,  hängt 
notwendig  von  iveniger  als  n  geeignet  gewäJilten  linearen  Kombina- 
tionen der  Argumente  ab. 

Der  Beweis  stützt  sich  auf  die  Entwickelungen  des  nächsten 
Paragraphen. 

Beispiele  r-fach  periodischer  Funktionen  finden  sich  in  §  G, 
wozu  sich  der  Leser  jetzt  schon  hinwenden  möge. 

§  2.  Exkurs  über  Funktionen  von  weniger  als  n  linearen 
Eombinationen  der  Argumente. 

I.Satz.  Sei  F{zj^,  .  .  .,  z„)  eine  Funktion,  welche  durch  eine 
geeignete  nicht-singuläre  lineare   Transformation 

(A)  Zk  =  a^yiCi  H •  +  afc„w;„,  k=\,  .  .  .,n, 

in  eine  Funktion  von  weniger  aU  n  Argumenten: 

F{z^,  .  .  .,  z„)  =  0{u\,  .  .  .,  »?J,  m  <  n, 

verwandelt  wird.  Dann  genügt  F  einer  Relation  von  der  Form 

wobei  die  Koeffizienten  Konstanten  sind  und  nicht  sämtlich  ver- 
schwinden. 

Genügt  F  umgekehrt  einer  linearen  Differentialgleichung  von  der 
Form  (1),  so  hängt  F  von  weniger  als  n  geeignet  gewählten  linearen 
Kombinationen  der  {z)  ab. 

Daß  die  Bedingung  notwendig  ist,  ergibt  sich  sofort  aus   der 

Gleichung 

A        50       aF  ,  ,   BF  ^  ,  ^ 


1)  Weierstraß,    Berliner   Monatsberichte   1876,    S.  685;    Werke,    Bd.  2, 
S.  62. 
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Hier  können  die  Koeffizienten  a^,  .  .  .,  a„,  nicht  sämtlich  ver- 
schwinden, da  die  Determinante  der  Transformation  (A)  sonst 
gleich   Null  wäre. 

Die    Bedingmig   reicht    aber    auch    hin.    Besteht    nämlich    eine 
Eelation   (1),  und  setzt  man 

a,„  =  Cj,  /=!,...,  n, 

so  kann  man  auf  mannigfache  Weisen  n^  —  n  weitere  Konstanten 

a,i,  7  =  1 ,  •  .  . ,  n,  i^l,...,n  —  \, 

so  wählen,  daß  die  entsprechende  Transformation  (A)  nicht - 
singulär  ausfällt.  Wird  dann  F{z,...,Zj)  vermöge  dieser  Trans- 
formation in  eine  Funktion  0{il\,  .  .  .,  lOj)  übergeführt,  so  ergibt 
sich,  daß 


90 


dF 


diCn       ^^  dz-,  ^  '    ^^  dz 


+  c„ 


dF 


0 


ist,   und   damit   ist   der   Beweis  geliefert.   Der   Satz  läßt   eine   evi- 
dente Verallgemeinerung  zu. 

Der  erweiterte  Satz.  Damit  die  FunMion  F{zj^,  .  .  .,2^)  von 
r  =  n  ~  V,  aber  nicht  iveniger,  geeignet  geicählten  linearen  Kombi- 
nationen der  Argumente  abhänge,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  F  genau   v  Relationen  von  der  Form  genüge: 


(2) 


'S"' 11  + 


+  »'»'ll  =  ö. 


fc-1. 


,  V, 


wobei  die   'Matrix  der  Koeffizienten: 


(3) 


3(1) 


=i" 


,(1) 


.(') 


vom  Range  v  ist.    Ist   insbesondere  F  eine  Konstante,  so  ist  v  ~  n 
und  umgehehrt. 

Wir  gehen  jetzt  zu  einem  weiteren  Satze  über,  wodm-ch  man 
eine  Funktion  von  weniger  als  n  Argumenten  erkennen  kann.  Sei 
F(^i,  ...,^„)  zunächst  eine  Funktion,  welche  einer  Eelation  von 
der   Form   (1)   genügt.   Verhält   sich   dann  F  im   Punkte   {z)  =  (a) 
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analytisch,   und  nimmt   man  n  Punkte   {z'),  .  .  .,  {:^)  in  einer   be- 
liebigen Nachbarschaft  von   (a)  willkürlich  an,  so  vnrd  offenbar 


Fii^'i, 


4) 


F^{z[,    ...,4) 


(4) 


0, 


-C  1  l,«l     ,  •  '  •  >  '^n 

dF 


(«)\ 


Fni^r, 


^':') 


wobei  Fk=  ^ —  gesetzt  ist.   Dieser  Satz   läßt   sich   nun  umkehren. 

2.  Satz.^)  Verschwindet  die  vorstehende  Determinante  A  für  be- 
liebige n  in  der  Nähe  der  Stelle  (a)  belegene  Punkte  {z'),  .  .  .,  (z^^^), 
so  genügt  F  mindestens  einer  Relation  von  der  Form  (1)  und  hängt 
somit  von  weniger  als  n  geeignet  gewählten  linearen  Kombinationen 

der  {zy,  .  .  .,  z^  ab. 

Sieht  man  insbesondere  vom  trivialen  Falle  F  =  konst.  ab,  so 
gibt  es  eine  Zahl  r:  1  ^  r  <  n,  nebst  r  in  der  Nähe  der  Stelle 
{z)  =  (a)  belegenen  Punkten  [a'),  .  .  .,  (a^*"^)  derart,  daß  für  alle  in 
der  Umgehung  von  (a)  befindlichen  Punkte  {z)  jede  (r  +  1)- reihige 
Determinante  aus  der  Matrix 


(5) 


verschwindet,    loährend   mindestens    eine   aus   der   Matrix    der   ersten 
r  Zeilen  gebildete  r- reihige  Determinante  von  Null  verschieden  ist. 

Alsdann  hängt  F  von  genau  r  geeignet  getüählten  linearen  Kom- 
binationen der  Argumente  ab. 

Daß  es  vor  allem  eme  Matrix  (5)  der  betreffenden  Beschaffen- 
heit gibt,  erhellt  sofort,  und  hiermit  ist  nun  der  erste  Teil  des 
Satzes  bewiesen. 

Sei  etwa 


F^ 

(a'i,    . 

• .  ««)       • 

F 

(«;.  . 

•  .O 

F, 

«,  . 

•.«?)      . 

.       F 

«,  • 

•  .«?) 

F, 

(^1-    • 

z  ) 

F 

(^1,  . 

.•,^„) 

j^..+i(«'i.  . 

• ,  «ä    • 

.     .     F„(a;.    . 

.  .  . 

^^..+1«,. 

•  ,<^)  • 

.     .     F„(«',^- 

■  ..<^) 

=t  0 


V  =  n  —  r. 


1)  Weierstraß,  a.  a.  O. 
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Dann  folgt  aus   der  Voraussetzung  betreffend  den  Eang  der  Ma- 
trix (5),  daß 

F,{z)  +  /:,^iF„+i(2)  +  •  •  •  +  a;fj.)  =  0, 


wobei  die  A^^  Konstanten  bedeuten. 

Demgemäß  hat  die  Matrix  (3)  hier  mindestens  den  Eang  v, 
woraus  sich  denn  ergibt,  daß  F {z-i^,  .  .  . ,  z^  höchstens  von  r  ge- 
eignet  gewählten  linearen   Kombinationen   der  %,...,  5;„  abhängt. 

Wäre  nun  die  Anzahl  r'  noch  geringer,  r'  <r,  so  müßte 
v'  >  V  sein.  Dann  würde  aber  bei  geeigneter  Wahl  der  Indizes 
ein   Gleichungssystem  bestehen: 

F,  (z)  +  ;.;(;>  ,f,.  ^ ,(,)  +  ...  +  x^^'f,  (.)  =  o  , 


FA^)  +  K''2iF.'+iiz)  +  •  •  •  +  ^rFM-o. 

Sei   nun 

C^F^A')  +  -..  +  C,,^,F,,^^^^{z) 

eine  lineare  Verbindung  irgendwelcher  r'  +  1  Funktionen  Fjc{z). 
Dann  erkennt  man  sofort,  daß  die  Cj  sich  so  bestimmen  lassen, 
daß  diese  Funktion  identisch  verschwindet.  Infolgedessen  muß  jede 
(r'  +  1) -reihige,  und  also  insbesondere  jede  r- reihige  Determinante 
aus  der  Matrix  (4)  verschwinden,  was  gegen  die  Voraussetzung 
verstößt. 

Bemerkung.  Sowohl  der  Satz  als  der  Beweis  gelten  für 
reelle  Funktionen  reeller  Argumente,  sofern  man  bloß  die  Exi- 
stenz und   Stetigkeit  der  Ableitungen  erster  Ordnimg  voraussetzt. 

§  3.  Beweis  des  Hauptsatzes. 

Wir  sind  nunmehr  in  der  Lage,  an  den  Beweis  des  Satzes 
von  §1  heranzutreten.  Sei  also  F{zi,...,Zn)  eine  im  Punkte 
(2)  =  (a)  analytische  Funktion,  welche  unendlich  kleine  Perioden 
zuläßt.  Dann  wollen  wir  zeigen,  daß  F  von  weniger  als  n  ge- 
eignet gewählten  linearen  Verbindungen  der  Argumente  z^,  .  .  .,  z^ 
abhängt. 
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Wäre   dem  nämlich  nicht   so,   so   würde   es  in   der   Nähe  von 
(«1,  .  .  .,  a„)  n  Punkte   (a'),  .  .  .,  (a^"^)  geben,  derart,  daß 


F,{af, --',<') 


.     FJ4«>,...,a<r)) 


+  0 


Jetzt   ziehen   wir   den   Mittelwertsatz   von   Kap.  1,    §  5,    heran. 
Danach  wird 

F  (a</>  -\-h„...,  af  +  /rj  -  F  {af ,...,  af) 

n  1 

=  2Ki'F,{af-\-tK,  .  .  .,af-^tK)ät 

k=l 

wobei  e  eine  beliebig  kleine  vorgegebene  positive  Größe  be- 
deutet und  {h)  ein  willkürlicher  Punkt  eines  -bestimmten  zuge- 
hörigen Bereiches 

\h„\  <  ö,  k=  1,  .  .  .,  71, 

ist.   Die   Größe   s  möge  nun  so  gewählt  werden,  daß 

F^  {a[,    .  .  . ,  <)  +  >i[         .      .      .     FJa[.    ..  .,  a.;)  +  ^/^ 


+  0, 


F,  {af ,  .  .  . ,  «1."^)  +  rfr'      .      .      .     F,  {af .  .  .  . ,  a^:^)  +  ^(f) 

wo   (tj^*^)   ein  willkürlicher  Punkt  des  Bereiches   \r}j\  <  e  ist. 

Sei  (P)  =  (Pi,  .  .  .,  P„)  eine  von  (0)  verschiedene  Periode, 
deren  Koordinaten  an  die  Bedingmig  [P^l  <  <5,  k  =  1,  .  .  .,n, 
geknüpft  sind.   Dann  wird  insbesondere 

P(a?->  +  I\,  .  .  .,  aj;)  +  PJ  -  Fia^^\  .  .  .,  a<j>)  =  0,         i=h  . . .,  n, 

also  auch 

2:P,[F,ia<l\  .  .  .,  a?)  +  Cf]  =  0,      i=-l,..  .,  n, 

k  =  l 

sein.  Demgemäß  muß  die  Determinante  dieser  n  Gleichungen 
verschwinden,  und  hiermit  ist  man  zu  einem  Widerspruch  geführt 
worden. 

Für  mehrdeutige  Funktionen  gilt  der  Satz  nicht  einmal  im 
Falle  n  =  1,  wie  die  Umkehr ung  Abelscher  Integrale  schon  zeigt. 
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Verlangt  man  aber,  daß  im  Falle  miendlich  kleiner  Perioden  einer 
mehrdeutigen  analytischen  Funktion  dasselbe  Funktionselement 
hnks  und  rechts  in  der  Funktionalgleichung  (1),  §  1,  stehe,  so 
bleibt  der  ganze  vorstehende  Beweis  doch  noch  in  Kraft,  und  da- 
mit ist  man  deim  auch  zu  demselben  Schluß  berechtigt. 

Wir  haben  den  vorstehenden  Satz  für  den  Fall  ausgesprochen 
und  bewiesen,  welcher  uns  hauptsächlich  beschäftigen  wird.  So- 
wolil  der  Satz  als  auch  der  Beweis  behalten  indessen  ihre  Gütigkeit 
hei,  loenn  F  eine  reelle,  mit  stetigeii  Ableitungen  erster  Ordnung  ver- 
sehene Funktion  von  n  reellen  Argumenten  ist. 

Aus  diesem  Satze  läßt  sich  aber  auch  umgekehrt  der  vor- 
stehende  Satz   für   den   Fall   komplexer  Variabelen  ableiten. 

§  4.  Über  r-fach.  periodische  Funktionen. 

Indem  wir  hinfort  die  Funktionen  mit  unendlich  kleinen 
Perioden  von  der  Betrachtung  ausschließen,  stellen  wir  uns  die 
Aufgabe,  die  Existenz  einer  Periodenbasis  oder  eines  primitiven 
Periodensystems'^)  für  jede  der  übrigen  Funktionen  nachzuweisen. 
Für  die  Methode  ist  das  auf  geometrischen  Betrachtungen  be- 
ruhende Eaisonnement  im  Falle  n  =  1,  Bd.  1,  Kap.  10,  §  1  vor- 
bildlich. 

Vor  allem  deuten  wir  die  Perioden  (P)  als  Punkte  resp. 
Vektoren 2)  des  reellen  2n-dimensionalen  Kaumes  der  komplexen 
Variabelen  {zx,...,Zn)-  Solche  Punkte  haben  keine  im  Endlichen 
gelegene  Häufungsstelle,  denn  eine  solche  würde  ja  zur  Existenz 
unendlich  kleiner  Perioden  führen.  Demgemäß  ward  eine  im  End- 
hchen  belegene  Punktmenge  dieses  Eaumes  höchstens  eine  end- 
liche Anzahl  von  Punkten   (P)   enthalten. 

Greifen  wir  eine  beliebige  Periode  (P)  =#  (0)  heraus  und  legen 
wir  durch  diese  und  den  Anfang  eine   (reelle)   Gerade 

z^^tPk,  — oo<i<+oo. 

Auf  letzterer  gibt  es  zwei  von  Null  verschiedene  Perioden,  (P') 
und  — (P')>  deren  Entfernung  von  (0)   ein  Minimum  ist.  Alle  auf 


1)  Das    Wort    Periodensystem    wird    hier    nicht    im    Weierstraßschen 
Sinne  gebraucht;  vgl.  §  1,  Anm. 

2)  An  den  Vektorenbegriff   lehnt  sich  auch  die  Bezeiclinung  des  Kom- 
plexes (0,  .  .  .,  0)  mit  0  an. 
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dieser  Geraden  gelegenen  Perioden  lassen  sich  nun  in  der  Form 
darstellen: 

{P)  =  m{P'), 

wo  m  eine  ganze  Zahl  ist. 

Sind  hiermit  alle  Perioden  der  vorgelegten  Funktion  bereits 
erschöpft,  so  heißt  F  einfach  feriodisch  und  (P')  bildet  eine  'primi- 
tive Periode  derselben.  Es  gibt  hier  im  ganzen  nur  zwei  primitive 
Perioden  von  F,  nämlich   (P')   und  — (P')- 

Im  anderen  Falle  sei  {Q)  eine  weitere  Periode.  Fassen  wir  die 
Punkte 

ins  Auge.^)  Darunter  befindet  sich  ja  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Perioden.  Sei  (P")  eine  solche,  wofür  s  seinen  kleinsten  posi- 
tiven Wert  hat.   Dann  wird  keine  Periode  im  Bereiche 

{  ^<t<l, 
2,  =  tP,  +  sP,, 

[  0  <s  <  1, 

liegen,  und  auch  am  Eande  desselben  gibt  es  keine  anderen 
Perioden  als  nur  die  Eckpunkte  (P'),  (P"),  (P')  +  (P")  und  (0), 
d.  h.  die  Punkte,  wofür  t,  und  ebenso  s,  auf  die  Werte  0,  1  be- 
schränkt sind.  In  der  Tat  sei 

(P)=T'(P')    +T"(P") 

eine    im    Bereiche    0  ^  t',  r"  ^  1    enthaltene   Periode.    Setzt    man 

{P")=a'{P')  +  a"{Q), 

wo  also  0  <  0-"  ^  1 ,  so  wird 

(P)=(T'  +  T''a')(P')  +r''a"{Q). 

Der  Voraussetzung  bezüglich  (P")  gemäß  muß  nun  vor  allem 

i)   t"  =  0  oder  aber  ii)   t"  =  1 

sein.  Im  Falle  i)  wird  offenbar  t'  =  0  resp.  1.  Ist  dagegen 
t"  =  1 ,   so   wird 

(P)-(P'')  =  T'(P') 


1)  Man     darf    sich    diese    Menge    als    ein    reelles    Parallelogramm    im 
2ji-dimensionalen  Räume  vorstellen. 
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eine  Periode  sein,  und  darum  fällt  t'  wiederum  ganzzahlig  aus, 
d.  h.   t'  =  0  bzw.   1. 

Hieraus  erkennt  man  ferner,  daß  keine  lineare  Beziehung 
zwischen  (P')  und  (P")  bestehen  kami: 

oc'{P')  +  oc"{P'')  =  0, 

wobei  oc',  tx"  zwei  reelle  (nicht  notwendig  ganze  oder  gar  rati- 
onale)  nicht  beide  verschwindende  Zahlen  bedeuten. 

Sind  hiermit  nun  alle  Perioden  der  Funktion  erschöpft,  so 
heißt  F  do'p'pelt'periodisch,  und  (P'),  (P")  bilden  ein  'primitives 
Periodensystem;  vgl.  unten. 

Hat  F  hingegen  noch  andere  Perioden  als  nur 

vi'{P')  +  m"(P"), 

wo  vi',  m"  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  wiederhole  man  die  Über- 
legung, indem  man  eine  weitere  Periode  {Q)  heranzieht  und  die 
Punkte  eines  Parallelepipedons 

zj^  =  tpi.  +  t"p';  +  t"Q,,     0  ^  t',  t",  t"  ^  1, 

ins  Auge  faßt. 

Durch  fortgesetzte  Wiederholung  des  Prozesses  gelangt  man 
schließlich,  wie  wir  sogleich  des  näheren  nachweisen  wollen,  zu 
einem  System  von  r  ^  2w  Perioden  (P'),  .  .  .,  (P^*"^),  wodurch 
sich  jede  Periode  (P)  linear  und  ganzzahlig  ausdrücken  läßt: 

(P)  =  w'(P')  H +m^'\P^'^). 

Außerdem  besteht  z-^ischen  diesen  Perioden  keine  lineare  Be- 
ziehung : 

a'(P')  +  ...  +  öc(^)(P^'>)  =  0, 

wobei  a',  .  .  . ,  oc^''^  reelle,  nicht  sämtlich  verschwindende  Zahlen 
bedeuten. 

Daß  der  Prozeß  in  der  Tat  höchstens  mit  dem  ^Yerte  r  =  ^n 
schließen  muß,  erkennt  man,  wie  folgt.  Sobald  r  den  Wert  2n 
erreicht  hat,  läßt  sich  jeder  Punkt  des  2?i-dimensionalen  Kaumes 
in  der  Form  darstellen: 

^,  =  rP;  +  ...  +  f(2n)p(2„)^  fe  =  l,...,n, 

wobei  t' ,  .  .  .,^(-"5  reelle  Zahlen  bedeuten.   Setzt  man  nämlich 


528  II>  '7-  Periodische  Funktionen 

so  handelt  es  sich  um   die   2n  reellen   Gleichungen: 
^.  =  i>.      +  •  •  •  +  <<^">|)r, 

wodurch  bei  vorgegebenen  x^,  ijk  die  Größen  t^^')  zu  bestimmen 
sind.  Würde  nun  die  Determinante  D  dieser  Gleichungen  ver- 
schwinden, so  ließen  sich  die  t^^\  ohne  sämtlich  zu  verschwinden, 
doch  so  wählen,  daß  das  vorstehende  Gleichungssystem  für  die 
besonderen  Werte  a;;fc  =  0 ,  ^^  =  0  befriedigt  wird,  und  für  diese 
Werte  von   t'^^i  wäre  denn 

i'(P')   +    •   •   •   +   f(2n)(p(2n))_   Q. 

Dann  müßte  es  aber  eine  Periode  (P^'^),  l  <l  ^^n,  geben, 
welche  durch  die  früheren   (P^^^)  ausdrückbar  wäre: 

(P('))=//x(P')  +  ---+^,-x(P(^-^)), 

wobei  ^1,  .  .  .,/ui_i  reelle  Zahlen  bedeuten.  Hiermit  ist  man  eben 
zu  einem  Widerspruch  geführt  worden. 

Die  Funktion  heißt  hier  r-fach  periodisch,  und  die  Perioden 
(P'),  .  .  .,  (P^*"^)   bilden   ein  'primitives   Periodensystem-,  vgl.   unten. 

Die  Wahl  der  Perioden  (P'),  •  •  .,  (P^'^)  war  in  hohem  Maße 
willkürlich.  Sei  [Q'),  .  .  .,  (Q^^^)  ein  zweites  System,  wodurch  sich 
ebenfalls  jede  Periode  linear  und  ganzzahlig  darstellen  läßt,  ohne 
daß  die  (Q^^^)  durch  eine  lineare  Gleichung  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten  verknüpft  wären.  Dann  wollen  war  zeigen,  a)  daß 
Q  —  r,  sowie  b)   daß,  wenn  man 

(Q('))  =  mn{P')  +  •  •  •  -f  ^^.(PO-)),      Z  =  1 ,  .  .  .,  r, 

setzt,  m.  a.  W.  wenn 

(  k  =  1,  .  .  .,n, 

ist,   —   daß   dann   die   Determinante 


Z  =  1 ,  .  .  . ,  o  =  r, 


I  w„     .     .     .     mir' 
M  =  ' =  ±  1 . 

Vlri       .        .        .        Mrr    '[ 

ad  a)  Sollte  q  >  r  sein,  so  erkennt  man,  daß  sich  q  nicht 
sämtlich  verschwindende  ganze  Zahlen  q ,  .  .  . ,  c  so  bestimmen 
lassen,   daß 
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wird,  womit  denn  ein  Widerspruch  konstatiert  ist.  In  der  Tat  ist 
bei  beliebiger  Wahl  der  Zahlen  Cj 

(1)  iciQf  =  (^mnc)  PI-  +  •  .  •  +  iim,,c)i  Pf. 

1  =  1  \z  =  i  /  \i  =  i  I 

Setzt  man  nun  rechter  Hand  jeden  der  Koeffizienten  der  P^?^ 
gleich  Null,  so  ergeben  sich  hiermit  r  lineare  homogene  Glei- 
chungen mit  ganzzahligen  Koeffizienten  zur  Bestimmung  der  q 
Größen  Cj.  Demgemäß  lassen  sich  einige  der  Cj  willkürlich  an- 
nehmen, die  übrigen  hängen  dann  linear  und  ganz  mit  ganz- 
zahligen Koeffizienten  von  diesen  ab.  Setzt  man  mithin  die  will- 
kürlichen Cj  gleich  geeigneten  ganzen  Zahlen,  so  fallen  auch  die 
übrigen  Cj  ganzzahlig  aus,  womit  denn  die  Eichtigkeit  der  Be- 
hauptung erwiesen  ist. 

Sollte  hingegen  q  <r  sein,  so  lasse  man  die  (Q^^^)  und  die 
(P(^'))  ihre  Bollen  wechseln. 

ad  b)  Vor  allem  ist  klar,  daß  31  4=  0  ist,  da  die  (Q^^))  sonst 
linear  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  verknüpft  sein  würden.  Des 
weiteren  kann  man  nach  Voraussetzung  die  (P^^))  durch  die 
(Q^^))   ganzzahlig  darstellen: 

(P(^))  =  m;i((?')  +  •  •  •  +  m,M''),         Z  =  1 ,  .  .  .,  r. 

Führt  man  nunmehr  die  direkte  und  darauf  dann  die  inverse 
Transformation  aus,  so  ergibt  sich  die  Identität.  Die  Determi- 
nante letzterer  Transformation  ist  einerseits  gleich  dem  Produkte 
der  Determinanten  M  und  W  der  beiden  genannten  Transforma- 
tionen, andererseits  hat  sie  den  Wert  Eins,  Da  aber  sowohl  M 
als  M'    eine   ganze  Zahl   ist,  so  hat  jede  dieser  Größen  den  Wert 

Wir  haben  nur  verlangt,  daß  die  (Q^^))  nicht  ganzzahlig 
linear  miteinander  verknüpft  seien.  Jetzt  erkennt  man  aus  der 
Belation  (1),  daß  sie  auch  nicht  reell  linear  verknüpft  sein  kön- 
nen. Denn  daraus  würde  folgen,  da  die  (P^^'))  ja  nicht  reell 
linear  verknüpft  sind,  und  da  auch  q—r  ist,  daß  jeder  Koeffi- 
zient rechter  Hand  in  (1)  verschwinden  muß.  Die  Determinante 
dieser  r  linearen  homogenen  Gleichungen  in  den  (7fc  hat  aber  den 
Wert   4=  1 . 

Fassen  wir  das  Ergebnis  der  vorausgehenden  Entwickelungen 
in  einen  Satz  zusammen,  so  können  wir  sagen: 
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1.  Satz.  Jeder  'periodische7i  Funktion,  welche  nur  keine  unend- 
lich kleinen  Perioden  hesitzt,  e7its'pricht  ein  System  von  r  Perioden, 
(P'),  .  .  .,  (P^''^),  icodurcli  sich  jede  beliebige  Periode  linear  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten  darstellen  läßt,  und  welche  außerdem 
keiner  linearen   Belation  mit  reellen  Koeffizienten  unterworfen  sind. 

Ist  {Q'),  .  .  .,  (Q^"^)  ein  ziveites  System,  wodurch  sich  auch  jede 
Periode  linear  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  darstellen  läßt,  und 
sind  die  Perioden  {Q'),  .  .  .,  (Q*''^)  durch  keine  lineare  Belation  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten  verknüpft,  so  ist  q  =  r.  Setzt  man  ferner 

(2)  (Q('))  =  m^,{P')  +  .  .  .  +  m,,(P(^)),  /=  1 ,....,  r, 

oder  ausführlicher  geschrieben, 

Qf-ninPl  +  -.-^m,,Pp, 
so  ist 


l  1  =  1,..  .,r, 
[k  =  1,  .  .  .,  n. 


Wii      .      .      .      Wi 


niri       .        .        .       Vlrr 


=  d=l. 


hn  übrigeii  sind  auch  die  {Q'),  .  .  .,  {Q^"^)  keiner  linearen  Rela- 
tion mit  reellen  Koeffizienten  unterworfen. 

Auf  Grund  dieses  Sachverhalts  nennt  man  eine  solche  Funk- 
tion r-fach  'periodisch,  und  man  bezeichnet  eine  Basis  (P'),  .  .  ., 
(P^''))  der  genannten  Art  als  ein  frimitives  Periodensystem.  Aus 
einem  bestimmten  priniitiven  Periodensysteme  geht  jedes  andere 
durch  eine  Transformation  (2)  mit  der  Determinante  ±  1  hervor, 
und  zwar  liefert  eine  jede  derartige  Transformation  (2)  ein  primi- 
tives Periodensystem. 

Wir  machen  noch  darauf  aufmerksam,  daß  die  Forderung, 
eine  Funktion  F{zi,...,Zn)  sei  r-fach  periodisch,  die  Existenz 
unendlich  kleiner  Perioden  schon  von  selbst  ausschließt. 

2.  Satz.  Sei  F{z-y,  .  .  .,z^  eine  Funktion,  welche  die  Perioden 
(P'),  .  .  .,  (P^'"^)  zuläßt.  Damit  F  r-fach  periodisch  sei  und  die  ge- 
nannten r  Perioden  ein  primitives  Periodensystem  bilden,  genügt, 
a)  daß  jede  Periode  von  F  sich  linear  mit  ganzzahligen  Koeffi- 
zienten durch  (P'),  .  .  .,  (P^*"^)  ausdrücken  läßt;  b)  daß  diese  r 
Perioden  nicht  ganzzahlig   linear   miteinander   verknüpft   sind. 

In  der  Tat  weist  F {z-y,  . . .  ,  z„)  vor  allem  bloß  eine  abzähl- 
bare  Menge  von  Perioden  auf.   Eine  Funktion,  welcher  unendhch 


§  4.  Über  r-facli  periodische  Funktionen  531 

kleine  Perioden  zukommen,  hat  dagegen  Perioden,  deren  Anzahl 
von  der  Ordnung  des  Kontinuums  ist.  ^Mithin  ist  die  vorgelegte 
Funktion  zunächst  ^-fach  periodisch.  Daß  nun  endlich  o  =  r,  so- 
wie daß  die  vorgelegten  Perioden  ein  primitives  Periodensystem 
bilden,   folgt   schon  direkt   aus  dem  1.  Satze. 

3.  Satz.  Ist  (P'),  .  .  .,  {P'-''')    ein  'primitives  Periodensystem  der 
Funktion  F{zi,  .  .  .,  z„)  und  setzt  man 


P»  =  ri» 

+ 

«>?... 

so  ist  der  Bang  der  Matrix 

P'i      ■ 

Pf 

(A) 

Vir,     ■ 

P'il 

1  =  1, 


.  .,  r, 


gleich  r. 

Im  anderen  Falle  würde  es  nämlich  r  reelle,  nicht  sämtlich 
verschwindende  Konstanten  q,  .  .  .,  c,  geben,  derart,  daß 

CiV'k-^ ^CrP?  =  0>  k  =  l,  .  .  .,'2n. 

Demgemäß    müßten    auch    die    (P^^))    reell    linear    verknüpft    sein, 
was  der  Voraussetzung  widerspricht. 

Bei  den  vorausgehenden  Entwicklungen  haben  wir  vom  ana- 
lytischen Charakter  der  Funktion  keinen  Gebrauch  gemacht,  son- 
dern nur  die  Voraussetzung  benützt,  daß  keine  unendlich  kleinen 
Perioden  vorhanden  sind.  Demgemäß  läßt  sich  die  ganze  Schluß- 
weise auf  reelle  Funktionen  mit  Leichtigkeit  übertragen.  So  kön- 
nen wir  denn  den  folgenden  Satz  aussprechen. 

4.  Satz.  Eine  reelle  feriodische  Funktion  von  n  reellen  Argu- 
menten, welche  keine  unendlich  kleinen  Perioden  besitzt,  erweist  sich 
als  genau  r-fach  periodisch.  Dabei  ist  außerdem  1  ^  r  ^  n. 

Im  übrigen  könnte  man  diesen  Satz  an  die  Spitze  stellen, 
um  daraus  die  vorstehenden  Sätze  betreffend  Funktionen  kom- 
plexer Argumente  abzuleiten. 

Bemerkung.  Wir  haben  dem  Stoffe  die  Form  einer  Er- 
örterung der  Perioden  einer  Funktion  gegeben,  w-eil  wir  diese  Be- 
griffe für  die  Folge  nötig  haben  und  den  Leser  jetzt  schon  von 
diesem  Standpunkt  aus  damit  vertraut  machen  möchten.  Piein 
abstrakt   genommen   handelt   es   sich    aber   bloß    um    Vektoren   im 
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mehrdimensionalen  Eaume,  welche  nach  der  gewöhnlichen  Addi- 
tionsregel miteinander  verknüpft  werden.  Dabei  nehmen  solche 
Vektorenfelder  die  Hauptstellung  ein,  welche  aus  einer  endlichen 
Basis  ganzzahlig  hervorgehen  und  unendlich  kleine  Vektoren  nicht 
enthalten. 

1.  Aufgabe.  Eine  r-fach  periodische  Funktion  geht  durch 
eine  beliebige  nicht-singuläre  lineare  Transformation  der  Argu- 
mente wieder  in  eine  r-fach  periodische  Funktion  über,  und  auch 
die  Perioden  werden  durch  dieselbe   Transformation  verwandelt. 

2.  Aufgabe.  Sei  {P'),  .  .  .,  {P'^-'^'')  ein  primitives  Perioden- 
system einer  2n-fach  periodischen  Funktion  von  ^i,  ...,0„,  und 
sei  F (%,...,  2„)  eine  zweite  Funktion,  welche  diese  Perioden  zu- 
läßt und  keine  unendlich  kleinen  Perioden  besitzt.  Dann  ist  auch 
F  2w-fach  periodisch,  und  ein  beliebiges  primitives  Perioden- 
system dieser  Funktion,  (77'),  .  .  .,  (77^-"^),  läßt  sich  in  der  Form 
darstellen : 

(77(*))  =  «;.  (P')  +  .  . .  +  4-">  (P(-«>),      fe  =  1 , . . . ,  2n, 

wobei  die  Koeffizienten  rationale  Zahlen  sind  und  ihre  Determi- 
nante nicht  verschwindet. 

S.Aufgabe.  Sei  F{zi,  .  .  .,  Zn)  eine  r-fach  periodische  Funk- 
tion, welche  die  Perioden  (77'),  .  .  .,  (77^*"'^)  zuläßt.  Dabei  mögen 
die  (77)  durch  keine  lineare  Relation  mit  ganzzahligen,  nicht 
sämtlich  verschwindenden  Koeffizienten, 

c' {U') -\- "  - -\- c^''^  (W^)  =  0 , 

verknüpft  sein.  Dann  ist  r'  -^  r,  und  fernerhin  läßt  sich  ein  pri- 
mitives Periodensystem  (P'),  .  .  .,  (P^*"))  so  wählen,  daß  sich  die 
ersten  r'  (P)  desselben  linear  mit  rationalen  Koeffizienten  und 
nicht  verschwindender  Determinante  aus  den  (77)  zusammensetzen: 

(P(«)  =  A^;  (77')  +  . . .  4-  fV  {n^''),        fc  =  1 , . . . .  r'. 

Fingerzeig.  Man  wende  die  Methode  des  gegenwärtigen 
Paragraphen  an,  indem  man  die  ersten  r'  (P)  den  Gleichungen  ge- 
mäß wählt : 

(P')  =  f  (77') 

(P")  =  r;(P')  +  i-(77") 


(?<'•'>)  =  r;,(P')  +  .  .  .  +  r(r-i>(P(^'-i>)  +  j-  (77<^''), 
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wobei  jjL-i^,  .  .  . ,  jXr'  natürliche  Zahlen  und.  die  v's  rationale,  nicht- 
negative Zahlen  sind.  Im  übrigen  sind  sämtliche  Brüche  kleiner 
als   1. 

§  5.  Vom  Fundamentalbereicli  der  Gruppe. 

Ist  r=2?i,  so  läßt  sich  ein  Fundamentalbereich  F  der 
Gruppe 

(1)  {z')  =  {z)  +  m'{P')  +  .  •  •  +  wC^")(P(2")), 

wie  folgt,  definieren.  Derselbe  soll  aus  den  Punkten  bestehen: 

(2)=  t'{P')   H +  i(2n)(p(2,0)^ 

oder,  ausführlicher  geschrieben, 

wobei 

0  <fW  ^  1,  1=  1,2,  .  .  .,2n. 

Daß  die  Determinante  D  dieser  Gleichungen  nicht  verschwin- 
det, ist  bereits  einmal  hervorgehoben  worden,  3.  Satz,  §  4.  Der 
Wert  von  D  entspricht  geometrisch  dem  Volumeninhalt  des  Paral- 
lelotops,  woraus  F  eben  besteht. 

Wird  auf  ein  zweites  primitives  Periodensystem  vermöge  der 
Gleichungen 

transformiert,  w^obei  die  Determinante 

W11       .     .     .     m,  ,„ 


Wo„    1     .       .       .       Wc 


'271,  2n 

dem  1.  Satze  von  §  4  gemäß  den  Wert  ±  1  hat,  und  bezeichnet 
man  die  den  neuen  Perioden  entsprechende  Determinante  mit  D', 
so  ist  ja 

D' =    ±D. 

Der  Volumeninhalt  des  Fundamentalbereiches  bleibt  somit  er- 
halten. 

Der  Fall  r  <  2n.   Um  hier  einen  Fundamentalbereicli   zu  ge- 
winnen,  füge  man  zu  den  Punkten   {P') ,  .  .  .,  (P^'"^)    noch   In  —r 
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weitere  Punkte  {A'-'^ +'^^),  .  .  .,  {Ä'^^"'>)  hinzu,  welche  nur  so  ge- 
wählt werden,   daß  keine  lineare  Relation  von  der  Form 

C'{P')   + \-  C^r)(^p(.r)^   ^   ^(,+i)^^(,+l)^   ^ \-C^'-rt)(^^[2n)^  _  Q 

stattfindet,  wobei  die  c  reelle,  nicht  sämtlich  verschwindende 
Größen  bedeuten.  Daß  dies  in  der  Tat  angeht,  erkennt  man,  wie 
folgt.   Setzt  man 

4^>=aW+ia<;V,,  Z  =  r+1,  ...,2n, 

so  lassen  sich  die  a's  auf  Grund  des  3.  Satzes  von  §  4  so  an- 
nehmen, daß  die  Determinante 


A  = 


'  ^W  a^r  +  l)  (2n> 


^'  ri^r)  fj(r+l)  „(2n) 

T2n     '       •       •       V2n  "'2n  •       •       •       '^■In 


von    Null    verschieden    ausfällt.    Dann    liefern    die    entsprechenden 

[A'^^'))    ein   System   von  2w  —  r  Punkten,  wie  sie  gesucht   wurden. 

Ein   Fundamentalbereich   läßt   sich   nun   aus   den   Punkten 

{Z)  =  t'{P')   + h  f-'^P^'^)   +  S('-+1)(^(^+1))  H h  S(2n)(^(2n)) 

zusammensetzen,  wobei 

0  <f(')  ^  1,  1=  l,...,r; 

—  CO  <  s^*")  <  cx),  /?^  =  r  +  1 ,  .  .  ., '2n. 

In  der  Tat  kommt  jeder  Punkt  des  2w-dimensionalen  Rau- 
mes durch  die  vorstehende  Formel  zum  Ausdruck,  sofern  man 
sowohl  die  s  als  auch  die  t  völlig  unbeschränkt  veränderlich  läßt. 
Den  Transforniationen  der   Gruppe 

{z')=  {z)  +  m'(P')  +  .  .  .  +  m(^)(P('-)) 

entsprechend  wird  dann  noch  einem  beliebigen  Punkte  des  Rau- 
mes ein  und  nur  ein  reduzierter  Punkt,  nämlich  ein  Punkt  des 
genannten  Bereiches,  zugeordnet.  Endlich  wird  kein  Punkt  des 
bewußten  Bereichs  durch  eine  von  der  identischen  verschiedene 
Transformation  der  Gruppe  in  einen  anderen  Punkt  des  Bereiches 
übergeführt. 

Im  gegenwärtigen  Falle  erstreckt  sich  der  Fundamentalbereich 
stets    ins    Unendliche    und    weist    keinen    endlichen    Volumeninhalt 
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auf.   Immerhin  bleibt   auch  hier  eine   Invariante,  nämlich   der   In- 
halt des  Bereiches 

0  ^  i(^)  ^  1, 
Dieser  Inhalt  wird  durch  die  Formel  gegeben: 

Vk  Vi  '  '  •  p'm  '^  rv 


/c=  1, 


,,r. 


vi'  vr' 


V 


(r)  2 


wobei  die  r  —  1  Indizes  k,  l,  .  .  .,  m  unabhängig  voneinander, 
doch  ohne  Wiederholung,  die  Werte  1,  .  .  .,  ,  2n  durchlaufen.  Die 
vorstehende  Formel  hat  mir  mein  Kollege,  Herr  Prof.  Coolidge, 
mitgeteilt. 

Auch  diese  Betrachtungen  übertragen  sich  direkt  auf  den 
Fall  r-fach  periodischer  Funktionen  von  n  reellen  Argumenten. 

§  6.  Beispiele  periodisclier  Funktionen. 

Ganze  periodische  Funktionen,  r  -^  n.  Sei  G(i%,  .  .  .,  iü„)  eine 
beliebige  ganze  (rationale  oder  transzendente)  Funktion  der  w  un- 
abhängigen Argumente  w^, 


,  w^.  Setzt  man 


lO^ 


Jini  v„ 


sowie 


so  ist 


1-"'-,  .  .  .,  ^ü„  =  e' 
G(^ül,  .  .  .,li\)  =  0{i\,  .  .  .,  ü„), 

0{l\  +   1  ,  Ü2,  .  .  •,  '^n)  =  <>{Vi,   .   .  .,  U„), 

M.  a.  W.   haben   wir   in   0   eine   ganze   Funktion   von    y^,  . 
welche  die  Perioden  zuläßt: 


(A) 


In  diesem  Schema  stellt  eine  Spalte  eine  Periode  vor. 

d5* 


•,  y«, 


Vi 

1   0     . 

.     .     0 

^2 

0   1     . 

.     .     0 

Vn 

0  0     . 

.    .    1 
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Soll  dies  aber  auch  ein  primitives  Periodensystem  sein,  so 
muß  0  vor  allem  keine  unendlich  kleinen  Perioden  zulasssen. 
Demensprechend  darf  also  0  keiner  Kelation  von  der  Form 

und    mithin    darf    andererseits  G    keiner  Relation    von    der  Form 

genügen,  wobei  die  c  komplexe,  nicht  sämtlich  verschwindende 
Konstanten  bedeuten.  Man  überzeugt  sich  leicht  auf  Grund  des 
2.  Satzes  von  §  4,  daß  die  Funktion 

G{ivi,  .  .  .,  tO  =  AiWi  +  •  •  •  +  A„Wn, 

wobei  die  Aj,,  fc  =  1,  .  .  .,  n,  behebige  nicht  verschwindende  Kon- 
stanten bedeuten,  zu  einer  n-fach  periodischen  Funktion  <P  führt, 
wofür  das  obige  Schema  in  der  Tat  ein  primitives  Periodensystem 
darstellt.  Denn  erstens  kann  jede  Periode  linear  und  ganzzahlig 
durch  die  genannten  n  Perioden  ausgedrückt  werden,  und  zwei- 
tens genügen  diese  n  Perioden  keiner  linearen  Gleichung  mit  ganz- 
zahligen Koeffizienten. 

Es  seien  nun  (P'),  .  .  .,  (P^"))  n  Punkte,  wofür  nur 


P'  P' 

-^1  •       •       •       -^n 


p(n)  T>{n) 

■^1  '       •       '       ^n 


+  0 


ist.  Diese  Bedingung  ist  dafür  hinreichend  (jedoch  nicht  not- 
w^endig,  wenigstens  nicht  im  Falle  reeller  Koeffizienten;  vgl.  §  7), 
daß  die  (P)  nicht  reell  oder  sogar  komplex  linear  verknüpft  sind, 
d.  h.  daß  keine  Relation 

c'{P')  -f  •  •  •  +  c(")(P("))  =  0, 

oder,  ausführlicher  geschrieben, 

c'p;^4-...  +  c<''>P^")  =  0,  k  =  l,...,n, 

bestehe,  wobei  die  c  nicht  sämtlich  verschwindende  komplexe 
Größen  sind. 


§  6.  Beispiele  periodischer  Funktionen 
Setzt  man  nun 


537 


w  

so  geht  0  in  eine  Funktion 

F{z^,  .  .  .,2„)  =  0{v^,  .  .  .,  y„) 

über,  welche  folgendes  Periodenschema  zuläßt: 

2i    P;     .     .     .     PJ") 
(B)  -1 


PI 


p(n) 


War  also  0  ursprünglich  eine  Funktion,  wofür  das  Schema 
(A)  ein  primitives  Periodenschema  vorstellte,  so  wird  (B)  eben- 
falls eine  primitives  Periodensystem  für  die  Funktion  F{zi,  .  .  .,  Zn) 
abgeben,  vgl.  Aufgabe  1,  S.  532.  Hiermit  haben  wir  folgenden 
Satz  bewiesen. 

Existenzsatz.  Es  gibt  ganze  transzendente  n-fach  'periodische 
Funktionen  F{zi,  .  .  .,  z„),  ivofiir  ein  'primitives  Periodensystem  aus 
n  willkürlichen  Wertekomplexen  (P'),  .  .  .,  (P^"))  besteht,  vorausge- 
setzt nur,  daß^) 

\  P      .     .     .     P 

■ l  +  o. 

Wir  werden  in  §  8  zeigen,  daß  eine  ganze  r-fach  periodische 
Funktion  von  n  Argumenten  nicht  existiert,  sofern  r  >  n  ist 
(Liouville scher  Satz).  Hingegen  kann  man  die  vorstehende  Me- 
thode leicht  dahin  ausdehnen,  daß  man  r  <  n  nimmt,  und  eine 
ganze  Funktion  ^(i\,  .  .  .,  r„)  mit  dem  primitiven  Periodensysteme 
(r  Spalten) 

0 


(C) 


% 

10... 

'Oi 

Ol... 

'Ot 

0  0... 

^r+1 

0  0... 

Vn 

0  0... 

1)  Diese   Bedingung  reicht   wohlbemerkt   hin.    Ob   sie   auch   notwendig 
ist,  muß  vorläufig  dahingestellt  bleiben. 
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aufstellt.  Eine  solche  Funktion  wäre   beispielsweise 

0{v^,  .  .  .,  vj  =  ^le^^"'^  +  •  •  •  +  A.e^''^''-  4- 

wobei  jede  Ak  eine  beliebige  nicht  verschwindende  Konstante  be- 
deutet. 

Durch  eine  lineare  Transformation 


(2) 


wobei  nur 


z,=  P[v,       +...  +  pW^,, 


Z^  =  P^  l\  + 

k  =  1, 


,n  —  r, 


K 


pir) 


+  0, 


p: 


pir) 


erhält   man  dann  eine  ganze  r-fach  periodische  Funktion  mit  dem 
primitiven  Periodensysteme  (P'),  .  .  .,  (P(')). 

Gebrochene  periodische  Funktionen,  r  >  n.  Die  Existenz  2n- 
fach  periodischer  Funktionen  kann  man,  wie  folgt,  nachweisen. 
Aus  der  Weierstraßschen  Funktion 

iO  {Z,  CO,  OJj,)  =  f„{z), 

wobei    ft)  =  1 ,     ?R  (^)  >  0     ist,    setze     man    die    Funktion    zu- 


sammen; 


F{z^,  .  .  .,z„)  =  AJ^{z^)  + 


•■^n  In  \-n)  > 


wobei  Ak  =^  0,  k=  1,  .  .  .,n.  Diese  läßt  keine  unendlich  kleinen 
Perioden  zu,  da  sonst 

Ci  ^if'i  (^i)  +  •  •  •  +  c„^„  /;  (2„)  =  0 

wäre,  w'obei  mindestens  einer  der  Koeffizienten  c^  von  Null  ver- 
schieden wäre.  Und  nun  zeigt  man  leicht  auf  Grund  des 
2.  Satzes,  §  4,  daß  das  folgende  Schema  ein  primitives  Perioden- 
system vorstellt: 
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Zx 

1   0     . 

.     .     0 

coi  0     .     . 

.     0 

H 

0   1     . 

.     0 

0     Wa    •      • 

.     0 

Zn 

0   0     . 

.    1 

0   0.. 

.        (O, 

Soll  r  <  2w  angenommen  werden,  so  kann  man  etwa  eine 
geeignete  Anzahl  der  Funktionen  JTi[Z)^  durch  e^^^h  ersetzen. 
Man  kann  aber  auch  einige  jk{zT^  durch  4  ersetzen,  wodurch  ja 
jedesmal  zwei  Perioden  eingehen. 

Man  wird  natürlich  nicht  erwarten,  auf  diese  Weise  die  all- 
gemeinsten r-fach  periodischen  Funktionen  zu  erhalten.  Ist  ins- 
besondere r=2w,  so  werden  diese  durch  die  in  §  12  zu  be- 
sprechenden Thetafunktionen  geliefert. 

Beeile  feriodisclie  Funktionen.  Soll  eine  reelle  Funktion  von 
n  Argumenten  r-fach  periodisch  sein,  so  muß  nach  dem  letzten 
Satze  von  §  4  1  ^  r  ^  n  sein.  Bezeichnet  man  fernerhin  ein  pri- 
mitives Periodensystem  derselben  mit  (P'),  .  .  .,  (P^'"^),  wobei  also 
jetzt  die  P'^^  reelle  Größen  bedeuten,  so  muß  nach  dem  3.  Satze 
von   §  4  der  Kang  der  Matrix 

p;    .    .    .    Pf^ 


p'  p(r) 

I    -^  n      •       •       •       -^  n 

gleich  r  sein. 

Sind  umgekehrt  die  P^'^  reelle  Größen,  welche  nur  dieser 
einen  Bedingung  genügen,  so  entspricht  denselben  eine  r-fach 
periodische  Funktion,  welche  die  Perioden  (P'),  .  .  .,  (P^'"^)  zu- 
läßt. Man  wird  nämlich  hier  etwa  von  der  Funktion 


cp{v)  =  sin  ^.Ttv  resp. 

ausgehen  und  die  Funktion 


tan  nv 


+  ^n^fn        '^i  +  O, 


bilden.  Diese  läßt  das  Periodenschema  (C)  als  primitives  Perioden- 
system zu.  Und  nun  wird  in  allen  Fällen  die  Transformation  (2) 
zulässig  sein. 
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§  7.  Über  eine  Normierung  der  Perioden. 

Die  Perioden  einer  periodischen  analytischen  Funktion  kom- 
plexer Veränderlichen  genießen  zwar  einen  hohen  Grad  der  Frei- 
heit, sind  aber  doch  gewissen  Bedingungen  unterworfen,  wovon 
in  den  folgenden  Paragraphen,  sowie  auch  am  Schluß  des  Ka- 
pitels, eingehend  dje  Kede  sein  soll.  Im  Falle  r  =  2?i  bilden  diese 
Bedingungen  einen  wesentlichen  Teil  des  Beweises  des  berühmten 
Thetasatzes.  Aber  bereits  bei  den  doppelt-periodischen  Funktionen 
einer  einzigen  Varia belen  sind  wir  auf  eine  Einschränkung  jener 
Freiheit  in  der  Form  einer  Ungleichung  aufmerksam  geworden. 
Wir  können  nämlich  eine  erste  Periode  co  beliebig  wählen,  sofern 
nur  CO  =1=  0  genommen  wird.  Dann  muß  aber  die  zweite  Periode 
co'  auf  die  Punkte  verzichten,  wofür 


(i) 


\l0ij 


0 


ist;  m.  a.  W.  darf  co'  nicht  auf  der  durch  den  Anfang  und  den 
Punkt  z  =  (o  gelegten  Geraden  liegen.  Im  ganzen  sind  also  im 
reellen  4-dimensionalen  Eaume  der  komplexen  Variabelen  {(o,  co') 
die  Punkte  der  3  -  dimensionalen  Mannigfaltigkeit  (i)  zu  ver- 
meiden. 

Einem  weiteren  Beispiel  sind  wir  noch  am  Ende  des  vorauf- 
gehenden Paragraphen  begegnet,  indem  sich  zeigte,  daß  die  Perio- 
den einer  reellen  r-fach  periodischen  Funktion  nicht  willkürlich, 
sondern  nur  dem  3.  Satz  von  §  4  gemäß  genommen  werden 
dürfen. 

Im  Falle  einer  r-fach  periodischen  Funktion  von  n  kom- 
plexen Argumenten  mit  dem  primitiven  Periodensysteme  (P'),  .  .  ., 
(P^»"))  folgt  indessen  nicht  mehr  aus  jenem  Satze,  daß  die  Matrix 

p;  •  .  .  ir 

(1) 


p'  .     .      p<'') 

vom   Kange   r   sein   muß,   wie   schon   das   folgende    Beispiel   zeigt. 
Sei  ?j  =  2,  r  =  2, 

Hier  ist  das  Periodenschema  folgendes: 


02 


(O    (Ü 

0   0 
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Nimmt  man  insbesondere  a>  =  1 ,  a>'  —  i,  so  geht  die  Matrix  (A) 
von   §  4   in  folgende  über: 


1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

Dasselbe  ist  zwar  vom  Eange  2,  der  allgemeinen  Theorie  gemäß. 
Dagegen  ist  die  vorstehende  Matrix  (1),  nämlich 

1      i 

0     0 

nm'  vom  Range  1. 

Sei  allgemein  der  Rang  der  Matrix  (1)  mit  q  bezeichnet. 
Dann  ist  1  ^  q  ^  r.  Die  Bezeichnung  werde  im  übrigen  so  ge- 
wählt, daß 

p;     .     .     .     P[^^ 


PI 


p(?) 


+  0. 


Ist  Q=  n,  so  ist  r  ^  n,  mid  die  vorgelegte  Funktion 
F{zi,  .  .  .,z„)  geht  dann  durch  die  lineare  Transformation  (1)  von 
§  6  in  eine  Funktion  0  {i\ ,  .  .  . ,  u„)  über,  der  das  Periodenschema 
zukommt : 


(A) 


Ist    dagegen    o  <  n,    so    übe    man   folgende   lineare    Transfor- 
mation aus: 


«1 

^2 

1    0     . 
0   1     . 

.     .     0 
.     0 

'^n 

0  0     . 

.    1 

e+^>  . 

■    .    QV 

^e  +  k  —  -Pf,  +  k  ^\  +  ■ 


.  .,n  —  Q. 
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Ich    behaupte    nun:    das    entsprechende    Periodenschema    der 
transformierten   Funktion  0{t\,  .  .  .,  Vn)   hat   folgende    Gestalt: 


(B) 


T 

0 

Spalten 

Q^r''  .  • 

«1 

0 

0 

.    Q? 

^2 

0 

1 

0 

Qi'-"''    .    . 

•    Q^P 

^0 

0 

0 

. 

1 

Q(o  +  1) 

.    Qf 

^  +  1 

0 

0 

.       .       . 

0 

0             .     . 

.     0 

^n 

0 

0 

. 

0 

0             .     . 

.     0 

Was  die  ersten  q   Spalten  anbetrifft,  so  springt  das  Resultat 
sofort  in  die  Augen.  Denn  eine  Lösung  der   Gleichungen 


p:q[  +---  +  -p?^q:. 


Q  +  k 


^:+i-ft  +  ---  +  pi''i,g:  +  Q:+, 


ist  offenbar  Qj  =  1 ,  Q^  =  0,  l  =^  '2,  .  .  .,  n.    Und    da  nun  die  Lö- 
sung eindeutig  bestimmt  ist,  so  sind  wir  schon  am  Ziele. 

Um  die  weiteren   Spalten  zu  erhalten,   fasse  man  die  Matrix 
(1)   ins  Auge: 


Zur    Berechnung    der    der  Periode    (pU'  +  D)  =  (p(?  +  i> ,  P|f  +  ^>) 

entsprechenden  Periode  (Q(?  +  ^>)  -  (Qi"^^ .  QL''"^^)  Ii^t  man  nun 

das    Gleichungssystem 


§  7.  Über  eine  ÜSTormierung  der  Perioden 

P^^  +  "  =  P'oQ['^''     +■■■  +  P^fQ^r'\ 
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p(? 


o  +  l) 


n  +  .«' 


(p  +  i) 


+ 


+  p',^ijcQ'r''-\-Q',n^\ 


k=l, 


,  n  —  o. 


Die  ersten  q  dieser  Gleichungen  genügen  zur  eindeutigen  Be- 
stimmung von  Q[°'^^\  .  .  .,Q^^'^^K  Da  nun  aber  die  vorstehende 
Matrix  vom  Range  o  ist,  so  folgt  weiter^),  daß 

p(?  +  i)  _  p'       Qi'^  +  'i-)    }    .  .  .    t    p(y)     niQ  +  'i-) 

Andererseits  hat  die  Determinante  der  obigen  n  Gleichungen,  wo- 
durch die  0^"^''^  bestimmt  werden,  einen  nicht  verschwindenden 
Wert,  so  daß  also  die  Qf'^^^  eindeutig  festgelegt  sind.  Daraus  er- 
gibt sich  also,   daß 

Q^V^  =  0,  fc  =  l,...,n-p, 

ist,  w.  z.  b.  w. 

Fassen  wir  das  Resultat  noch  einmal  in  einen  Satz  zusam- 
men, indem  wir  sagen: 

I.Satz.  Ist  F{2i,...,Zn)  eine  r-fach  'periodische  Funktion 
mit  dem  'primitiven  Periodensysteme  {P'),  .  .  .,  (P^''))  und  ist  die 
Matrix 

P'  p(T) 

jTl      .      .      .      rj_ 


pir) 


vom,  Range  g,  so  läßt  sich  F  durch  eine  lineare  Transformation 
der  Argumente  in  eine  Funktion  ^(fi,  .  .  .,  v„)  überführen,  welcher 
das  Periodenschema  (B)   zugehört. 

Daran  schließt  sich  noch  ein  weiterer  Satz  von  grundlegender 
Bedeutung,  denn  r  kann  den  Wert  2^  nicht  überschreiten.  Wäre 
nämlich  r  >  2q,  so  fasse  man  die  2 q   Gleichungen 


1)  Man  vgl.  Böcher,  Algebra,  Kap.  IV. 
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Uo  —  ''  Pn+o     >^  '^  ''        Pn  +  o 

ins  Auge,  wobei  nun  -P?  =  p?  +  ^Pn  +  fc  ^^^^  3,uf  das  normierte 
System  (B),  nicht  auf  das  ursprüngliche  bezieht.  Würde  die  De- 
terminante dieser  Gleichungen  verschwinden,  so  ließen  die  Glei- 
chungen eine  von  der  identischen  verschiedene  Lösung  zu,  wenn 
man  Xj,=^  7jk=  0,  k  =  1 ,  .  .  .,  q  setzt.  Dann  erweisen  sich  aber 
die   Perioden   (P'),  .  .  .,  (P^^?^)   als  reell  linear  verknüpft. 

Setzt  man  jetzt  Xj,  +  ii/j.  =  Pf^^'^\  fc  =  1,  .  .  .,  q,  so  lassen 
sich  die  Gleichungen  nach  den  t  auflösen,  woraus  denn  folgt,  daß 
die  Perioden  (P'),  .  .  .,  (P^^^  +  i))  reell  linear  verknüpft  sind,  was 
ebensowenig  angeht.  Hiermit  haben  wir  den  folgenden  Satz  be- 
wiesen. 

2.  Satz.  Eine  Funktion  F{z-^,  .  .  .,  z^,  ivelche  den  Bedingungen 
des  voraufgehenden  Satzes  genügt,  kann  höchstens  Ig -fach  'periodisch 
sein. 

Wir  wollen  nun 

setzen.  Dadurch  geht  ^(ri,  .  .  .,  v„)  in  eine  Funktion 

W{iVt^,  .  .  .,  Jü„) 
über,  welche  im  Zylinderbereiche 

0<|'U.'fc|<CX5,  k  =   l ,  .  .  .,  o, 

0  ^  1  w^i I  <  oo ,       l  =  Q  +  1 ,  .  .  .,n, 

eindeutig  ist  und  höchstens  außerwesentliche  singulare  Stellen 
dort  aufweist.  Da  0  außerdem  keine  unendlich  kleinen  Perioden 
zuläßt  und  also  keiner  Differentialgleichung  von  der  Form 

dt),  dv„ 

0  <  ,  Ci    H +    c„  , 
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genügt,   so  wird  auch   W  keine   Gleichung  von  der  Form 
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BW    , 


d'F 


+ 


erfüllen. 

Für  die  dem  Schema  (B)  entsprechenden  Normalperioden  hat 
die  Matrix  (A),  §  4  unter  leicht  ersichtlicher  Vertauschung  der 
Zeilen  folgende   Gestalt: 


(C) 


3   Gest 

1   0 
0  1 

alt 

0  5<?  +  i>     . 

0  ^r''  • 

•  qr 

0  0 
0  0 

1   ^^^     . 
0   q'^:i'     • 

•     qf 

0  0 
0  0 

0   q^n'ir     • 
0   0 

•       qn  +  Q 

.     0 

0  0 

0  0 

.     0 

Da  diese  nun  vom  Kange  r  ist,  so  ergibt  sich  sofort  der 
3.  Satz.  Die  Matrix 


yn  +  i 


qn  +  1 


yn+p 


ist  vom  Range  r  —  q. 

Wegen    der   Perioden    einer    beliebigen    periodischen    Funktion 
vergleiche  man  noch   §  13. 


§  8.  Der  Liouvillesclie  Satz. 

Der  bekannte  Satz  von  Liouville,  daß  nämlich  eine  doppelt 
periodische  Funktion  einer  einzigen  Variabelen  notwendig  eine 
singulare  Stelle  im  Fundamentalraume  aufweisen  muß,  sofern  man 
nur  von  dem  bei  unseren  gegenwärtigen  Definitionen  ohnehin 
ausgeschlossenen  Falle  einer  Konstanten  absieht  (Bd.  1,  Kap.  10, 
§  5),  läßt  eine  Verallgemeinerung  auf  periodische  Funktionen 
mehrerer  Variabelen   zu.    Der  Fall,    welcher    sich    dem    soeben    ge- 
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nannten  am  engsten  anschließt,  ist  derjenige  einer  2 w- fach  perio- 
dischen Funktion  von  n  Argumenten.  Nach  §  5  hegt  hier  der 
Fundamentalraum  im  Endlichen.  Würde  eine  Funktion  also  keine 
singulare  Stelle  im  Endlichen  besitzen,  so  müßte  sie  zunächst  im 
Fundamentalraume,  sodann  aber  auch  überhaupt  endlich  bleiben, 
womit  sie  denn  zu  einer  Konstanten  würde.  Das  Ergebnis  läßt 
sich,  wie  folgt,  aussprechen. 

1.  Satz.  Der  eigentliche  Liouvillesche  Satz.  Ist 
F{zi,...,z„)  eine  ganze  Funktion  und  läßt  F  die  2n  Perioden 
(P'),  .  .  ,,  (P(2"))  ZU,  welche  einem  ^n-dimensionalen  ParalUlotojp 
als  Ecken  zucjehören,  so  ist  F  eine  Konstante. 

Es  gibt  aber  noch  andere  Fälle,  sobald  nur  n  >  1  wird.  \yir 
können  sagen: 

2.  Satz.  Der  erweiterte  Liouvillesche  Satz.  Sei 
F{zi,...,Zn)  eine  r-fach  'periodische  Funktio7i  von  n  Argumenten, 
und  sei  {P'),  .  •  .,  {P^^'>)  ein  primitives  Periodensystem  derselben. 
Man  bezeichne  ferner  mit  q  den  Bang  der  Matrix 

p;     .    .    .    P(/> 


P'      .     .     .     P^*"^ 


Ist  nun  r  >  Q,  so  kann  F  keine  ganze  Funktion  sein. 

Vor  allem  übe  man  eine  solche  lineare  Transformation  aus, 
daß  die  Perioden  der  neuen  Funktion  durch  das  Schema  (B), 
§  7,  gegeben  werden.  Alsdann  nimmt  die  Matrix  (A),  §  4,  die  Ge- 
stalt (C),  §  7,  an.  Da  nun  der  Kang  dieser  Matrix  gleich  r  ist, 
so  muß  es  eine  nicht- verschwindende  Determinante  r-ter  Ordnung 
daraus  geben,  und  eine  solche  enthält  jedenfalls  zwei  Zeilen, 
deren  untere  Indizes  miteinander  kongruent  mod  n  sind.  Haben 
diese  Indizes  etwa  die  Werte  1  und  w  +  1 ,  so  kann  man  bei  der 
Bestimmung  des  Fundamentalbereiches  ^ 

Af  =  a?>+  ^•a[/\l  =  0,        ;  =  r  +  1 ,  .  .  .,  2/i, 

setzen.   Dies  hat  aber  zur  Folge,   daß   die   Koordinate  Zi  für  alle 
Punkte  von  ^  endlich  bleibt. 

Wäre  nun  F{zi,  .  .  .,  z„)  eine  ganze  Funktion,  so  lege  man 
den  Koordinaten  Z2,  .  .  .,  z^  feste  Werte  a^,  .  .  .,  a„  bei  und  be- 
trachte die  Funktion 

F{zi,  ao,  .  .  .,  a„). 
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Diese  läßt  die  Periode  2i  =  1  zu.  Sie  nimmt  fernerhin  im  abge- 
schlossenen Bereiche 

0^f<'>^l,  l=l,...,r, 

den  ganzen  Vorrat  ihrer  Werte  an  und  bleibt  somit  in  der  ganzen 
eigentlichen  ^j- Ebene  endhch.  Mithin  ist  sie  eine  Konstante, 
woraus  denn  folgt,  daß  ai^/8^i  =  Fi (%,...,  2„)  im  Punkte 
(^1,  Oa,  .  •  .,  a„)  verschwindet.  Nun  wurden  Og,  .  .  .,  a„  beliebig  ge- 
wählt, daher  ist  allgemein 

0  Zi 

Hiermit  sind  wir  zu  einem  Widerspruch  geführt  worden,  da 
F  nun  von  weniger  als  n  Argumenten  abhängt  und  darum  un- 
endlich kleine  Perioden  zuläßt. 

§  9.  Über  die  Thetafunktionen. 

Um  die  Einführung  der  Thetafunktionen  mehrerer  Argumente 
durch  eine  unendliche  Eeihe  anzubahnen,  besprechen  wir  vorerst 
die  Hauptthetafunktion  eines  Arguments,  welche  wir  durch  die 
folgende  Reihe  definieren  wollen: 

(1)  &{u)  =  {^{u,  a)  =.^e(«'«'  +  2«m)_ 

m—  —X 

Dabei  soll  9i(a)  <  0  sein.   Setzt  man 

a  =  r  -{-  si 

und  vergleicht  man  die  Glieder  dieser  Reihe  mit  denjenigen  der 
offenbar  absolut  konvergenten  Reihe 

^e^'"*',  r<r'<0, 

m  =  —  « 

indem   man   konstatiert,   daß 

existiert^),  so  ergibt  sich  die  Konvergenz  sofort. 


1)  Man  vergleiche  Bd.  1,  11.  Kap.,  §  1,  Anm.,  S.  525.  Es  handelt  sich 
hier  allerdings  um  zwei  gewöhnliche  Reihen.  Jede  davon  wird  für  sich 
geprüft. 
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Auch  konvergiert  die  Keilie  gleichmäßig  in  jedem  vorgegebe- 
nen ZyUnderbereiche  [S ,  T),  wo  S  einen  endHchen  Bereich  der 
w- Ebene  und  T  einen  Unks  von  der  rein  imaginären  Achse  ge- 
legenen Bereich  der  a- Ebene  bedeutet,  vorausgesetzt  nur,  daß  in 
jedem  Punkte  von   T 

wo  h  eine  beliebig  kleine  positive  Konstante  sein  soll.  Nimmt  man 
nämlich  G  so  an,  daß  in  jedem  Punkte^)  von  S 

-G  <^{u)  <G, 

so  wird  in  jedem  Punkte  von  {S,  T) 

I  ^am'  +  2mu  1  <--  ^~hm'  +  2\m\Q 

Letzterer  Ausdruck  darf  nun  als  das  allgemeine  Glied  M^  im 
Weierstraßschen  Kriterium,  Bd.  I,  3.  Kap.,  §  4,  S.  100,  ge- 
nommen werden. 

Daraus  geht  hervor,  daß  die  Funktion  {^{u,  a)  sich  zunächst 
im  genannten  Zylinderbereich  {S ,  T) ,  und  mithin  auch  allgemein 
im  Bereiche  (Z",  T),  analytisch  verhält,  wobei  U  aus  der  ganzen 
eigentlichen  w- Ebene  und  T  aus  dem  links  von  der  rein  imagi- 
nären Achse  belegenen  Teil  der  a- Ebene  besteht.  Und  nun  leitet 
man  noch  direkt  aus  der  Eeihe  die  folgenden  Eigenschaften  der 
Funktion  ab: 

■  (i)     {>{u  +  7ti)  =  &{u), 

(ii)    {}{u+    a)  =e-2«-«^(w), 


(A) 


(ni)  — _  =  4_, 

^     ^  dtt^  du 


Außerdem  verschwindet  '&{u)  für  keinen  festen  Wert  a  iden- 
tisch : 

^(w,ao)^0. 

In  der  Tat  geht  die  Eeihe  (1)  durch  die  Substitution  e^  =  z  in 
eine  Laurentsche  Eeihe  über,  deren  Koeffizienten  sämtlich  von 
Null  verschieden  sind. 

Endlich    sei    noch    bemerkt,    daß    die    ^-Funktion    gerade    ist: 

(2)  ^{-u)  =  &{u). 


1)  Allgemeiner   dürfte   sich   S   ins  Unendliche   erstrecken,   vorausgesetzt 
nur,  daß  '3i{u)  darin  endlich  bleibt. 
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Durch  die  Relationen  (A)  ist  die  Thetafunktion  bis  auf  einen 
numerischen  Faktor  bestimmt.  Präziser  ausgedrückt: 

Satz.   Sei  G{u)   eine   ganze  Funktion,    ivelche   folgenden  Funk- 
tionalgleichungen genügt  : 

(i)  G{u  +  Tti)  =  G{u), 

(ii)  G(w  +  a)  =  e-"-"-"G(w), 

wo  a  eine  Konstante  ist.  Dazu  ist  notwendig,  sofern  G  nicht  iden- 
tisch verschwinden  soll,  daß  'Si{a)  <  0  sei.  Es  ist  dann 

G{u)  =  Ao^{u,  a). 

Hängt  G  außerdem  anahjtisch  von  u  und  a  ab  und  genügt  G 
der  Differentialgleichung 

r--\  d- G        ,  BG 

^     '  du''  da 

SO  reduziert  sich  Aq  auf  eine  numerische  Konstante. 

Aus  (i)  geht  nämlich  hervor,  daß  G{u)  sich  in  eine  Reihe 
von  der  Form 

m  =  —X 

entwickeln   läßt    (Bd.  I,    Kap.  10,    §  3).     Erlegt    man   G{u)    dann 
noch   die  Bedingung  (ii)  auf,  so  kommt: 

■ST  j     ^2mu  +  2ma "^  A     p'i-mu  —  tu—a 

m  =  —  X  7/1=— 30 

also  ist 

Hiermit  ist  der  erste  Teil  des  Satzes  bewiesen.  Trägt  man 
nun  noch  unter  den  Voraussetzungen  des  zweiten  Teiles  G  =  A^d' 
in   (in)   ein,  so  ergibt  sich,   daß 

ou^  da  "\du^  da)  da 

ist.   Dann  muß,   da  d   nicht  identisch  verschwindet, 

da 
sein,  womit   denn  der  Beweis  vollständig  erbracht  ist. 

Osgood,  Funktionentheorie  II,  2  36 
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Die  Wurzeln  von  ■&{u).  Indem  man  das  Integral 


m 


C  I  II         III        IV 

um    den    Kand    des    Periodenparallelogramms   S 
■ni     hinerstreckt,  ergibt    sich    mit    Rücksicht   auf   (i) 

und   (ii),  nämlich 
^  &'{u  -\-7ii)  _  &'{u)  ^'(u  +  a)  _  §'iu)  _  ^ 


u  =  c      der    Wert    '2tni,    woraus    denn    folgt,    daß    '&{u) 


IV 

Flg.  46.  gjjjg  einzige  Wurzel  Uq  in  S  hat. 

Zur  Berechnung  derselben  erstrecke  man  das  Integral  (Bd.  I, 
Kap.  7,   §  11,   1.  Aufg.) 

/  ud\ogd{u)=  j  u^^^^du 
c  c 

über  denselben  Weg.  Da  findet  man  einerseits  den  Wert 

7ii{7ii  +  a  +  2;xa  +  22  -ti) , 

wo    '/c,  X   ganze   Zahlen   sind.   Anderseits   hat   der   Integrand   in   S 

das  Residuum  Uq,  und  darum  hat  das  Integral  den  Wert  '2  7ziuQ. 

Hieraus  folgt,  daß 

7ii        a 

Wo  =  "2  +  -2"» 

womit  sich  Uq  als  der  Mittelpunkt  von  S  erweist,  i) 

§  10.  Von  der  Konvergenz  der  p-fach  unendlichen  Thetareihe. 

Die  Thetafunktion  mit  jp  Argumenten  wird  durch  folgende, 
eine  direkte  Verallgemeinerung  von  (1)  §  9  bildende  Reihe  defi- 
niert : 


(1) 


^(Wi, 


p.p  p 

m,  ,...,m„ 


Dabei    sollen    m^,    .  .  .,    nip    unabhängig    voneinander    alle    ganzen 
Zahlen    durchlaufen    und  außerdem  soll  a^^j  =  a^o  sein.    Man  setze 

und  verstehe   unter   Xi,  .  .  .,  Xp  reelle   Argumente. 


1)  Da  man  nicht  von  vornherein  weiß,  daß  die  Wurzel  nicht  am  Rande 
von  S  Hegt,  so  muß  man  sich  zunächst  eines  Parallelograms  bedienen,  dessen 
eine  Ecke  in  einem  willkürHchen  Punkte  m  =  5  hegt. 
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1.  Satz.  Eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 

Konvergenz   der  Beilie    (1)    besteht  darin,  daß  die  reelle  quadratische 

Form 

p,p 

(2)  r(xi,  .  .  .,  rcj,)  =  ^ ra^s ^a Xß 

^^   ^  Vll^l      +    •    •   •   +   ^Ij)  ^p) 
I     ^2  V  21  "^l        I      '   '   *   ~r   ^2  J)  "^v) 

eine  negative  definite  sei.^) 

a)  Die  Bedingung  ist  notwendig.  Konvergiert  nämlich  die 
Reihe,  so  muß  insbesondere  das  allgemeine  Glied  derselben  ge- 
gen 0  konvergieren.  Wir  bilden  das  Produkt  aus  dem  einen  Kom- 
plex (wi,  .  .  .,  wip)  und  dem  dem  entgegengesetzten  Komplex 
(—  7% ,  .  .  . ,  —  Wj,)  entsprechenden  Gliede, 

p,p 

Der  absolute  Betrag  desselben  hat   den  Wert 

(3)  e-^"('«i V. 

Zum  leichteren  Verständnisse   sei  zunächst  p  =  2: 

1   \X-^,  Xo)  ^  ^11 ''^i  ~r  '^'^12 '^1  "^2  ~r"  '''22 '^2 • 

Dann  erkennt  man  sofort,  daß  r^^  <  0  und  ebenso  rgg  <  0  sein 
muß.  Denn  wäre  r^  ^  0  und  setzt  man  711^=0,  so  nimmt  jener 
Exponent  den  Wert  ^r-ninf  an,  und  mithin  konvergiert  der  Aus- 
druck (3)  nicht  gegen  0. 

Jetzt  kann  man  schreiben: 

Hieraus   erkennt   man,   daß   auch 

^11^22  ^12  "^  '-' 

sein  muß.  Sonst  könnte  nämlich  das  zweite  Glied  rechts  im  letz- 
ten Ausdruck  für  r{nvy,  m^  niemals  negativ  werden,   und   da  je- 


1)  Vgl.Böcher,  Algebra,  Kap.  11.  Unter  einer  definiten  reellen  quadra- 
tischen Forin  verstehen  wir  eine  solche,  welche  nur  dann  verschwindet,  wenn 
alle  Argumente  den  Wert  0  haben. 

36* 
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dem  beliebigen  Werte   von  Wg  ein  Wert  von  m^  entspricht,   der- 
art   daß 

0  ^  (mi-\-y^m2f<  1 

wird,   so   würde   der   Ausdruck    (3)   wieder   nicht   gegen  0   konver- 
gieren. Hiermit  ist  nun  der  Beweis  im  Falle  p  =  2  erbracht. 

Das  Verfahren  läßt  sich  ohne  weiteres  auf  ein  beliebiges  p 
ausdehnen.  Vor  allem  erkennt  man,  daß  r^  <  0  sein  muß. 
Schreibt  man  nun 

r(mi,  .  .  .,  vip)  =  rii  (wii  +  ^ ^2  +  •  •  •) 

+  Ba  {m,  +  •••)' 


so  müssen  B2,  .  .  .,  Bj,  sämtlich  negativ  sein.  Im  anderen  Falle 
sei  Bjc  das  erste  B,  welches  nicht  negativ  wäre.  Dann  setzen  wir 
nik  +  i=  •  •  '  —  TTip  =  0  (ist  insbesondere  k  =  'p,  so  fällt  diese  Be- 
dingung fort)  und  wählen  m^  beliebig.  Der  Bestimmtheit  wegen 
sei  Ä;  =  3.  Das  dritte  Glied  rechts  wird  nie  negativ  und  alle 
späteren  verschwinden.  Wir  können  m^  nun  so  bestimmen,  daß 
der  Faktor 

(W(2  +    .   .   .)2   <   1 

wird.  Hierauf  wird  r/ij  so  genommen,  daß  auch 

(mi  +  -^/«2  +  -..)'<l 

V  '11  / 

ausfällt.  So  sieht  man  denn,  daß  der  Ausdruck  (3)  nicht  gegen  0 
konvergiert  und  darum  müssen  r^,  B^,  .  .  .,  Bj,  sämtlich  negative 
Zahlen  sein.  Hiermit  erweist  sich  /^(xj,  .  .  .,  x,)  als  eine  negative 
definite  quadratische  Form  und  der  Beweis  ist  nun  vollständig 
erbracht. 

b)  Die  Bedingung  reicht  auch  hin.  Sei  (rn ,  rjj ,  •  •  . ,  r ,,,)  eine 
besondere  Wahl  der  Koeffizienten,  wofür  /^(Xj,  .  .  .,  Xp)  eine  nega- 
tive definite  quadratische  Form  wird.  Dann  wollen  wir  zeigen, 
daß 

(4)  r{x„  ...,Xj,)^-y.{xl  +  xl-\-'-'^  xl), 

wo   X  eine  geeignete  positive  Konstante  bedeutet. 
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Fassen  wir  zuerst  die  Hypersphäre,  K, 

(o)  xi-^  xz-i [-  Xp^-1 

ins  Auge.  Die  Koordinaten  der  Punkte  derselben  lassen  sich  para- 
metrisch  durch   die  Formeln  darstellen: 

Xi  =  sin  9?!  sin  9P2 sin  9?^  _  2  sin  9?^,  _  1 , 

0:2  =  sin  9?i  sin  9^2 sin  99^  _  2  cos  9?j,  _  1, 

Xj,  =-  sin  9?i  sin  cpo  .  .  .  sin  9?»  _  &  cos  9?^,  _  ^  + 1, 

Xp  =  cos  9?! ; 
Q^cpi^Tz,  0^(Pj,< '271,  fc=  2,3,  .  .  .,p -1. 

Die  Funktion  F  hängt   dort  stetig  von  den  cpx,  .  .  .,  (pp  -i  ab  und 
erweist  sich  auch  als  stetig  im  abgeschlossenen  Bereiche 

O^fpi^Ti,  0  ^  9?fc  ^  27r,  k=2,S,  .  .  .,y  —  1. 

Demgemäß   hat   sie   ein  Maximum,   und   zwar   muß   letzteres   eine 
negative  Zahl,  —  x,  sein, 

^ix^,  ..  .,  Xp)  \^^-y.. 

Wir    gehen    jetzt    zu    einem    beliebigen    Punkte    {x^,  .  .  .,  Xp) 
4=  (0,  .  .  .,  0)  über  und  führen  sphärische  Koordinaten  ein: 

a^i  =  ^  sin  9?!  sin  (po sin  (pp  -2  siii  9p  -i> 

Xj,=  0  sin  9?i  sin  9^2  ••  •  sin  9?^  _  &  cos  9)^,  _  ^  + 1, 

Xp^  Q  cos  9?i; 

0^9?i^7r,  0^9?fc<2.T,  k  —  '2,  S,  .  .  .,  jp  —  1. 

Dann  besteht    allgemein  die  Eelation 

r(xi,  .  .  .,  Xp)  ^  —  Kq-, 
wo 

2            2     I        •'     1  1        "^ 

QT  =Xl^-  Xl^ YX-^. 

Daß   nun  endhch  die  Eeihe 

V 
—  xZJrn^i 
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konvergiert,  erkennt  man  sofort.  Damit  eine  Doppelreihe  positiver 
Glieder  konvergiere,  genügt  nämlich,  a)  daß  die  Zeilen  einzeln 
konvergieren,  b)  daß  die  Keihe  ihrer  Werte  konvergiere.  Be- 
trachtet man  also  zunächst  die  Keihe 

so  kann  man  diese   mit  der  Eeihe 

vergleichen,  wobei  nun  irii,  mg  nur  nicht-negative  Werte  durch- 
laufen. Die  Zeilen  dieser  Reihe  sind  aber  geometrische  Reihen, 
und  die  Reihe  ihrer  Werte  ist  auch  geometrisch.  —  Auf  die  höhe- 
ren Fälle,  n  >  2,  läßt  sich  das  Verfahren  ohne  weiteres  über- 
tragen. Hiermit  ist  also  nachgewiesen,  daß  die  Bedingung  hin- 
reicht. 

Gleichmäßige  Konvergenz.  In  der  Algebra  i)  wird  der  genaue 
Bereich  B  des  Raumes  der  {Th,  r^z,  ■  -  -,  r^p)  bestimmt,  worin  die 
Koeffizienten  (rn ,  rjg ,  .  •  • ,  ^3,3,)  einer  def initen  quadratischen  Form 
liegen  müssen.  Wir  brauchen  hier  keine  spezifischen  Kenntnisse 
darüber,  vielmehr  genügt  es  zu  wissen,  daß  die  Punkte  von  E 
eine  oder  mehrere  Kontinuen  bilden,  und  daß  die  Reihe  (1) 
gleichmäßig  konvergiert,  wenn  (w)  =(%,..  .,  u^)  in  einem  be- 
liebig vorgegebenen  endlichen  Bereiche  S  des  2p-dimensionalen 
Raumes  dieser  Variabelen  und  (r)  =  {rii,r-^2>  •  •  •>  ^pp)  in  einer  ge- 
eigneten Nachbarschaft  T  eines  Punktes  (r°)  liegen,  wobei  die 
Reihe  in  (r°)  konvergiert. 

Der  Beweis  gestaltet  sich,  wie  folgt.  Die  Funktion  r{xi,  .  .  .,  x^), 
auf  der  Hypersphäre  betrachtet,  hängt  nicht  bloß  von  9?!,  .  .  ., 
<Pp-i  stetig  ab,  vielmehr  ist  sie  stetig  in  sämtlichen  Argumenten 
(rii,  .  .  .,  rj,j,;  (fi,  •  -  -,  (fp-i)-  Und  nun  wird  T  so  gewählt,  daß 
T  nebst  sämtlichen  Randpunkten  (dieser  Bereich  hieße  T)  inner- 
halb R  liegt.  Dann  wird  F  stetig  und  durchweg  negativ  im  ab- 
geschlossenen Bereiche  {T,0),  wo  0  sich  auf  den  bewußten  ab- 
geschlossenen Bereich  der  {q>i,  -  -  .,  <Pp-i)  bezieht.  Hiernach  muß 
auch  das  Maximum,  —x,  von  /"■  in  {T ,  0)  negativ  sein,  und 
darum  ist 

r(xi,  .  .  .,  x„)  ^  —  y.Q\ 

wo  r  in  T  liegt   und   {x)   beliebig  ist. 


1)  Bocher,  Algebra,  Kap.  10,  11. 
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Sei   Ua='U^  +  iu^,    und    sei   G    eine    beliebig    große    positive 
Zahl.  Dann  wird 


P,P  V  I  V 

a,,i  =  1,1       '  '         u  =  l  ,  ^  a  =  l 

— 

p 

—  >c(ml  +  ---+m-jj)  +  2Z:m^G 

WO  (r)  in  T  liegt  und  \u^\  ^G.  Hiermit  haben  wir  eine  W  ei  er- 
st raßsche  M-Eeihe  (Bd.  I,  Kap.  3,  §  4)  dargestellt,  und  die 
gleichmäßige  Konvergenz  steht  also  fest. 

Fassen  wir  das  Ergebnis  in  einen  Satz  zusammen,  so  kön- 
nen wir  sagen: 

2.  Satz.  Die  Beihe  (1)  konvergiert  gleichmäßig  in  jedem  Be- 
reiche {B',  S),  wo  B'  nebst  allen  Grenzpunkten  in  B  liegt,  und  S 
bloß  endlich  ist. 

Die  durch  die  Beihe  dargestellte  Funktion 

V\Ui,   .   .   .,  Up',  7*2^1 ,  7*12'   •   •   •  •  ^dd) 

verhält  sich  analytisch  im  Bereiche  {B,  Z),  ivobei  E  sich  auf  den 
ganzen  eigentlichen   Baum  der    Variabelen   (%,...,  wj    bezieht. 
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Daß  die  Funktion  t?(%,  .  .  .,  u^)  nicht  identisch  verschwindet, 
beweist  man  gerade  so,  wde  im  Falle  p  =  1 ,  indem  man 

e"i-  =  ^fc,  k'-=\,  .  .  .,'p, 

setzt  und  die  daraus  hervorgehende  Laurent  sehe  Keihe  in  Be- 
tracht zieht.  Auch  ist  -&  eine  gerade  Funktion: 

(1)  d{—u^,...,  —  Up)  =  d{uy,....Up). 

Des  weiteren  ist  klar,  daß  die  Funktion  'd{u^,...,u^  die 
p  Periodensysteme  des  folgenden  Schemas  zuläßt: 


(2) 


Wi 

71  i 

0     . 

.     0 

^2 

0 

ni    . 

.     0 

Wp 

0 

0     . 

.     .    Tci 
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p,p 


a,  ;i  =  \,\ 


setzen  und   darauf   aufmerksam  machen,   daß 


p 
V 


G(wi  +  1,  Wa,  .  .  .,  m^)  =^G{mi,  m^,  .  .  .,  m^)  +  2^  ^„0^1  +  «n 


ist.   Da  nun 


a  =  l 


e  a  =  l 


=  ^  e  «  =  1 

ist,   so  folgt   daraus,   daß 
^K+«ii,  W2+  «21,  •  •  .»  Wp+a^i)  =e-^"'-''"?9(wi,  Wg,  •  •  •,  y-v)- 

In    ähnlicher    Weise    ersetze    man   vik   durch    wi^  +  1 .    So    er- 
hält man  denn  die  Eelationen 

^K+  «12,  •  •  •»  ^^+«2,2)  ==  e-2"«-°"  i9(wi,  Wa.  •  .  .,  Wp), 

?9(Wi  +  aiP,.  .  .,  w^  +  aj,J  =-  e" -""-"''' i?  K,  Wg, ...,  Wj,). 

Man    kann    noch    eine    einzige    Formel    hinschreiben,    welche 

(2)  und   (3)  als  spezielle  Fälle  enthält  :i) 

p  p 

(4)      d  (wi  +  /i Tii  +  yy.a  aj ^ ,  .  .  . ,  Wß  +  A^rri  +  J^'p^^ a,,«) 


=  e  a  =  1  V  (Wi  , 


Ferner  ist 

(5) 


a*^  a^ 


duaduß  duaß' 


7/1  =  4,         Oi  =  ß; 

OT  =  2,       a  4=  /S. 


,  wj. 


Fassen    wir    diese    Ergebnisse    noch    in    eine    notwendige    und 
hinreichende  Bedingung  zusammen,  indem  wir  sagen: 

I.Satz.    Sei   G{ui,...,Up)    eine    ganze   Funktion,    welche    fol- 
genden Funktionalgleichungen  genügt: 


1)  Neumann,    Abelsche   Integrale,   2.  Auf].,    1884,    S.  317. 


(i) 


(ii) 
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G (wi  4-  ni ,  Wa ,  .  .  .,  Up)  =  G (Wj ,  .  .  . ,  Up), 
G(ita,  U2+  ni,  .  .  .,Up)  =G(Wi,  .  .  .,  Up), 

G{ui^,Uo,  .  .  .,Up  +  Tti)  =G{ui,  .  .  .,  Up), 

GK+ttii,  .  .  .,  w^+ttpi)  =e--«'-«"  G(wi,  .  .  .,  Wj,), 
G(iii+  Oio,  .  .  .,  Mp  +  a^a)  =  e--"»-''"  G(mi,  .  .  .,  Up), 

G(wi  +  aij,,  .  .  .,  w^  +  aj,J  =  e-2"''-"^^G(Wi,  .  .  .,Up), 


wobei  die  a^j  konstante  Größen  bedeuten,  und  außerdem  ■  a^j  =  a,-,- 
ist.  Dazu  ist  notwendig,  sofern  G  nicht  identisch  verschioindet,  daß 
die  quadratische  Form 


p,p 

1  [Xi,  .  .  .,  Xp)  ^  ^  ^c,?^c^?j 
«.,■*  =  1,1 

eine  negative  definite  sei.  Alsdann  ist 

G{ui^,  .  .  .,  Up)  =  A^di^u-^,  . 

Rängt  G  außerdem  analytisch  von  (ui, 
und  genügt  G  der  Differentialgleichung 


•  •  j  Wp,  öji,  .  .  . 


a^p)  ab 


(iii) 


d^G  dG 

=  m 


duadufj 


da 


aß 


(  m  —  4,       (X  =  ß, 
l  7/1  =  2 ,        <x  ^  ß, 


so  reduziert  sich  Aq  auf  eine  numerische  Konstante. 

Der  Beweis  ergibt  sich  wie  im  Falle  p  =  1. 
Fahren    wir    fort,    indem    wir    die    nahe    liegenden    Perioden- 
eigenschaften der  ^-Fmiktion  streng  begründen. 

2.  Satz.  Die  Funktion  d{u^,  .  •  .,  u^  hängt  nicht  von  weyiiger 
als  f  linearen  Funktio7ien  der  u^,  .  .  .,  Up  ab  und  läßt  somit  keine 
unendlich  kleinen  Perioden  zu. 

Zum  Beweis  genügt  es  nach  §  2  zu  zeigen,  daß  d-  keiner 
hnearen  Differentialgleichung  genügt: 


ÖUj 


+  Cp 


dUr> 


0, 


wobei    Cj, 
deuten. 


,  Cp    nicht    sämtlich  verschwindende   Konstanten   be- 
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Trägt  man  die  Eeihe  (1),  §  10  in  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  ein,  so  erhält  man  eine  Laurentsche  Keihe  in  e"*=  z^, 
deren  Koeffizienten  nur  dann  verschwinden,  wenn 

Ci?%  +   •  •  •  +  CpTTlp  =  0 

ist,   woraus  sich   denn  der  Beweis  sofort  ergibt. 

3.  Satz.  Das  Schema  (2)  stellt  ein  primitives  Periodensystem 
für  die  Funktion  '&{ui,  .  .  .,  u^)  vor. 

Man  kann  die  beiden  letzten  Sätze  zugleich  beweisen,  indem 
man  an  den  2.  Satz  von  §  4  anknüpft.  Vor  allem  ist  klar,  daß 
die  p  durch  das  vorstehende  Schema  dargestellten  Perioden  nicht 
ganzzahlig  linear  miteinander  verknüpft  sind.  Ist  nun  (P)  eine 
beliebige  Periode  der  Funktion  und  trägt  man  in  die  ■ö- Eeihe 
Wfc  +  Pk  an  Stelle  von  %  ein,  so  folgt  aus  der  Periodeneigen- 
schaft der  Funktion,  daß  entsprechende  Glieder  der  neuen  und 
der  alten  Eeihe  miteinander  identisch  sein  müssen.  Vergleicht 
man  so  insbesondere  die  Glieder  in 

e^"k,  /c  =  l,...,p, 

so  erkennt  man,  daß  jedes  Pj.  ein  ganzzahligcs  Vielfaches  von 
Tii  sein  muß.  Hiermit  sind  durch  die  j>  Perioden  des  genannten 
Schemas  alle  Bedingungen  jenes  Satzes  erfüllt,  und  der  Beweis 
ist  geliefert. 

Über  das  Verschwinden  der  Thetafunktion.^)  Daß  die  Funktion 
i9(wi,  .  .  .,  Wj,)  überhaupt  Nullstellen  hat,  rechnet  man  vermöge 
der  dieselbe  definierenden  Eeihe  direkt  nach. 

Satz.  Die  Funktion  ^(mj,  .  .  .,  Wp)  verschwindet  im  Punkte 
(ei,  .  .  .,  Cj,),  wobei 

^k=  h  [Mk^'^  +  ncki  +  •  •  •  4-  Vj,  a^.p)  , 
k  =  1 ,  .  .  .,  jp,  und  die  Koeffizienteyi  solche  ganze  Zahlen  sind,  daß 

eine  ungerade  Zahl  ivird. 


1)  Vgl.  Neumann,  Abelschc  Integrale,  2.  Aufl.,  1884,  S.  319. 
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In  der  Tat  kann  man  die  Glieder  der  Reihe  für  die  genann- 
ten Werte  der  Argumente  paarweise  zusammenfassen,  derart,  daß 
jedes   Paar  für  sieh   verschwindet.   Zu   dem  Zwecke   setze   man 

p,  p  p 

Dann  ist 
Läßt   man  nun    —  Wfc— i';.    an   Stelle   von  mj^  treten,   so    ist   auch 

also  schließlich 

Kann  man  die  Zahlen  v^,  .  .  .,  Vj,,  sowie  die  Argumente 
%,...,  Wp  so  wählen,  daß  die  beiden  Exponenten  für  jedes 
Wertesystem  {rn-i^,  .  .  .,  nip)  sich  um  ein  ungerades  Vielfaches  von 
Tii  unterscheiden,  so  wird  jedes  Glied  der  vorstehenden  Summe 
verschwinden.   Nun  ist  aber 

F{—mj_—Vi,...,  —  mj,—  Vj,)—F  {m^  ....,171^) 

PVP 

=  —  4^7nßWa—  -2^  VaUa  +  '2y  Vc,{aaimj_-\ +  a^pVip) 

a  =  l  a=l  a  =  1 

P,P 

«.,^  =  1.1 

Dieser   Ausdruck    ist    linear    in    7%,  .  .  .,  m^,    und    zwar   hat    der 
Koeffizient  von  2mfc  den  Wert 

—  Swfc  +  Vi  Oifc  +  •  •  •  +  ^j,  Opfc. 

Erteilt  man  also  u^  den  im  Satze  mit  e^.  bezeichneten  Wert, 
so  reduziert  sich  die  vorstehende  Differenz  auf  die  Zahl 


p 

a  =  l 


—  :rti^/Xc:Va-i-  2  TiiN, 


wobei    A^    eine    ganze    Zahl    bedeutet.    Hiermit    ist    der    Satz    be- 
wiesen. 

Der  Satz  ist  von  Wichtigkeit  in  der  Theorie  der  Abelschen 
Funktionen,  sowie  auch  da,  wo  die  Thetafunktionen  mit  Charak- 
teristik  behandelt  werden. 
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12.  Existenzbeweis   betreffend  22?-fach  periodische    Funktionen 
von  j)  Argumenten. 

In   dem   Schema 


Ui 

711     0      .       . 

.     0 

an     . 

.     a^p 

U2 

0    jii   . 

.     0 

«21       .       . 

•     cizp 

u^ 

0     0     . 

.    Tti 

öpi     • 

.     flpp 

(1) 


sollen     die    Elemente     Oj-^     folgenden     Bedingungen     unterworfen 

werden : 


i) 
ii)   Setzt  man 

so  soll  der  Ausdruck 

(2) 


a,fc=  a 


ki' 


P        V 
7  =  1  A-  =  1 


eine  negative  definite  quadratische  Form  sein. 

Diese  Bedingungen  sind  notwendig  und  hinreichend,  damit 
die  entsprechende  Thetareihe  konvergiert  und  eine  Thetafunktion 
vorstellt : 

1.  Satz.  Die  2p  den  Spalten  des  obigen  Schemas  entsfrechen- 
den   Perioden  sind  nicht  reell-linear  miteinander   verknü'pft. 

Würde  nämlich  eine  derartige  Relation  bestehen: 

wobei  die  Cj..  reelle  Zahlen  bedeuten,    so   müßte  doch 

(3)       c^rri  +  Cp+i(r;ti  +  i-h-i)  + \-  ^iÄ^kp  +  ^^kp)  =  0, 

fc=  1,  .  .  .,  p, 

sein,  wobei  ttj^  =  r,fc  +  isj^  und  die  ganzen  Zahlen  Cj,  Z=  1 ,  .  .  .,  2p 
nicht  alle  verschwinden.  Daraus  folgt  zunächst,  daß  die  p  Glei- 
chungen 

^kiCp  +  i  +  •  •  •  +  rkpC2p=  0,  /;=  1,  .  .  .,  p. 
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gleichzeitig  erfüllt  werden  müssen.  Da  nun  aber  die  Determinante 
dieser  Gleichungen  mit  der  Diskriminante  der  definiten  quadra- 
tischen Form  (2)  identisch  ist,  so  verschwindet  sie  nicht,  und 
darum  muß  zunächst 

Cp  + 1  =^  '  '  '  ^^  C2J,  =  yj 
sein. 

Jetzt  ergibt  sich  weiter  aus  (3),  daß  auch 

Ci  =  •  •  •  =  Cj,  =  0 

ist,  und  hiermit  ist  der  Beweis  erbracht. 

Wir  wollen  jetzt   2pw   Konstanten  e,  e'   so  wählen,   daß 


(4) 


^11   +  •  •  •  +  ^Iw  —  ^11   + 


wird.   Bildet  man  nun  die   Funktion 


I    '^pn 


SO  ergibt  sich  vor  allem  aus  den  Eigenschaften  der  Thetafunk- 
tion  §  11,  (3),  daß  F  die  2y>  dem  Schema  (1)  entsprechenden 
Perioden  zuläßt.  Kann  man  nun  die  e,  e'  außerdem  noch  so  wäh- 
len, daß  das  genannte  Schema  ein  primitives  Periodensystem 
vorstellt  ? 

Daß  dies  bei  behebiger  Wahl  der  6,^,  e'^j^  nicht  zutrifft,  er- 
kennt man  sofort,  denn  wir  haben  ja  noch  nicht  einmal  den 
Fall  ejjc=  e'jj^,  also  JP  =  1 ,  ausgeschlossen. 

Ist   'p  =  1 ,    so   reduziert   sich    (4)    auf   eine   einzige    Gleichung 

(ö)  ei  + h  Cn  =-  «i  H +  ^n» 

und  es  genügt 

e[  =  ---  =  e^  =  0 

zu  setzen,  während  ßi,...,e„,  der  Gleichung  (5)  gemäß,  nur  so 
gewählt  werden,  daß  keine  dieser  Zahlen  kongruent  mit  e[  =  0 
(modjT'i,  a)  ausfällt.  Alsdann  hat  die  Funktion  F{u)  in  einem 
einzigen  Punkte  des  Periodenparallelogramms  einen  Pol,  und 
zwar  ist  dieser  von  der  n-ten  Ordnung.  jMithin  ist  dasselbe  ein 
primitives,    und  die  Funktion  F{u)   erweist  sich  somit  in  der  Tat 


562  II.  7.  Periodische  Funktionen 

als  doppelt  periodisch  mit  den  Perioden  ni,  a.  Insbesondere  darf 
n  =  2  genommen  werden. 

Im   allgemeinen   Falle,   f  >  1 ,    kann   man    ähnlich   verfahren. 

Sei 

Dann  lassen  sich  die  Größen  e^y.  den  Bedingungen  (4)  gemäß  so 
wählen,  daß  keine  der  Funktionen 

^K  +  ßij,  •  •  •,  Wj,  +  ej,j),  Z=l,...,n, 

einen  im  großen  irreduktibelen  Faktor  mit 

gemeinsam  hat.  In  der  Tat  hat  letztere  Funktion  nur  eine  end- 
liche Anzahl  im  großen  irreduktibeler  Faktoren  Gx,G^,  .  .  ., 
welche  in  einem  gegebenen  Parallelotope  verschwinden.^)  Sei 
[u')  =  {u\,  .  .  .,  Wp)  eine  Wurzel  des  ersten  dieser  Faktoren, 
Gi(t*i,  .  .  .,  Wj,).  Dann  kann  man  einen  Punkt  (e^,  .  .  .,  e,,)  = 
=  (ci,  .  .  .,  Cj,)  so  wählen,  daß  ?? (%  +  ßj ,  .  .  . ,  it^,  +  ej,)  im 
Punkte  (w)  =  [u')  nicht  verschwindet,  und  darum  ist  letztere 
Funktion  sicher  nicht  durch  Gj (%,...,  Wp)  teilbar.  Des  weiteren 
gibt  es  eine  Umgebung  Tj  des  Punktes  (ßx,  .  .  .,e^  derart,  daß 
ein  beliebiger  Punkt  (ei,...,ej,)  von  Tj  zu  einer  Funktion 
^(wi  +  ßi,  .  .  .,  Wp  +  ßp)  führt,  welche  ebenfalls  nicht  durch  G^ 
teilbar  ist. 

Sollte  nun  •j^(%  +  e^,  .  .  .,  Wp  +  Cp)  durch  Gg  teilbar  sein, 
so  sei  (u")  eine  Wurzel  von  Gg.  Dann  kann  man  einen  Punkt 
(ßi,  .  .  .,  (3p)  in  Ti  finden,  derart,  daß  d{ux  +  e^,  .  .  .,  Uj,  -\-  €„) 
im  Punkte  {u")  nicht  verschwindet.  Des  weiteren  gibt  es  eine 
Umgebung  Tg  des  Punktes  (e)  derart,  daß  ein  beliebiger  Punkt 
(e)  von  Tg  zu  einer  Funktion  &{ui  -\-  e^,  .  .  .,  Uj,  -\-  6^)  führt, 
welche  auch  nicht  durch  Gg  (und  erst  recht  nicht  durch  Gj)  teil- 
bar ist. 

1)  Um  dies  einzusehen,  braucht  man  noch  nicht  die  Sätze  bezüghch 
der  Zerlegbarkeit  ganzer  Funktionen  im  großen  heranzuziehen.  ^lan  kann 
nämhcli  direkt  zeigen,  daß  im  Parallelotope  g-  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Stücken  monogener  analylisclier  Gebilde  vorhanden  sein  kann,  indem 
man  bloß  den  abgeschlossenen  Bereich  betrachtet,  -welcher  aus  g  nebst 
Rand  besteht,  und  dann  bedenkt,  daß  die  Hypothese  unendlich  %neler  Ge- 
bilde der  bewußten  Art  zu  einer  Häufimgsstelle  im  letztgenannten  Be- 
reiche führen  müßte. 
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Wiederholt  man  das  Verfahren,  so  gelangt  man  schließlich 
zu  einem  Punkte  (e°)  und  einer  Umgebung  T  desselben  derart, 
daß  ^(wi  +  ßi,  .  .  .,  Wp  +  ßp)  durch  keinen  irreduktibelen  Faktor 
Gk  von  &{ui,  .  .  .,  Up)  teilbar  ist,  sofern  (e)  in  T  liegt.  Im  übrigen 
konnte  der  ursprüngliche  Punkt  (e)  in  der  Nähe  eines  beliebigen 
Punktes   {u)  =  (a)  genommen  werden. 

Kehren  wir  jetzt  zur  Hauptfrage  wieder  zurück.  Es  genügt 
vollständig  für  unsere  Zwecke,  wenn  wir  ?i  =  2  setzen.  Die  Ver- 
allgemeinerung des  Verfahrens  auf  den  Fall  w  >  2,  falls  diese 
gewünscht  wird,  liegt   dann  auf  der  Hand.   Es  ist  nun 

und  es  handelt  sich  also  um  die  p    Gleichungen 

ßfcl  +  6^2=  0,  k=  1,  .  .  .,  p. 

Als  Punkt  {^11,  ■  • -,  ßpi)  nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt 
(e"),  wofür  nur  ^(%  +  e^,  .  .  .,  Wj,  +  e^)  durch  keinen  Faktor 
Gfc(ui,  .  .  .,  Wj,)  teilbar  ist.  Dann  gibt  es  eine  Umgebung  T  von 
(e")  derart,  daß  ■&{ui  +  ßj,  .  .  .,  Wj,  +  ej,)  ebenfalls  nicht  durch 
Gj.  teilbar  ist,  falls  (%,...,  ej  in  T  liegt.  Jetzt  wird  (e^)  durch 
die    Gleichungen  bestimmt: 

e°  +  4  =  0,  /c  =  l,...,p. 

Sollte  nun  ?^(%  +  ej,  .  .  .,  Wj,  +  e^)  durch  einen  Faktor  Gk  teil- 
bar sein,  so  kann  man  ja  in  der  Nähe  von  (e^)  einen  Punkt  (e^) 
finden  derart,  daß  ■& {ti^  -{-  e],  .  .  . ,  Up  -{-  e^)  durch  keinen  Faktor 
Gk   teilbar    ist,    während    andererseits    der    durch    die    Gleichungen 

«*  +  ßfc==0>  /c  =  l,...,p, 

bestimmte  Punkt   (e)  in   T  liegt. 

Hiermit  haben   wir  nunmehr  zwei   Funktionen 

^K  +  ßu,  .  .  .,  Wp  +  e^i),  ^(wi  +  ei2,  .  .  .,  Mp  +  ep2), 

erhalten,  wovon  keine  einen  Faktor  mit  ^(mj,  .  .  .,  Up)  gemein 
hat.   Von  der  entsprechenden  Funktion 
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können  wir  nun  zeigen,  daß  sie  in  der  Tat  2p -fach  periodisch 
ist,  sowie  daß  das  Schema  (1)  ein  primitives  Periodensystem 
derselben  bildet.  Beides  wird  dargetan,  indem  wir  beweisen,  daß 
eine  beliebige  Periode  {Q)  von  F  sich  ganzzahlig  durch  die  Pe- 
rioden  (P'),  .  .  .,  (PC-p))   von   (1),  also  in   der  Form 

darstellen  läßt.   Dies  geschieht,  wie  folgt. 
Aus   der  Kelation 

P(wi  +  ()i,  .  .  .,  Wj,  +  Qj,)  =  F(wi,  .  .  .,Uj,), 

durch  die  Thetas  ausgedrückt,  erkennt  man  zunächst,  daß  jeder 
irreduktibele  Faktor  des  Nenners  [??(%,...,  m^,)]^  auch  den 
Nenner  ['&{ui  -\-  Q^,  .  .  .,  Uj,  ^  QvW  teilen  muß  und  umgekehrt. 
Daraus  folgt,  daß 

(6)  7^(Mi  +(?!,..  .,  Up  +  Qp)  =  ü{u^,  .  .  .,  wj  '{^{Ui,  .  .  .,  Uj,), 

wobei  Q  eine  ganze  Funktion  ist.  Daß  ü  übrigens  nirgends  ver- 
schwindet, erhellt  ebenfalls  sofort  aus  der  obigen  Überlegung. 
Des  weiteren  läßt  ü  die  Perioden  von  '&{ui,  .  .  .,  Uj,),  nämlich 
(P'),  .  .  .,  (P^"))   offenbar  zu. 

In  der  Gleichung  (G)  wollen  wir  nun  (u)  durch  {u  -\-  i^(»  +  ^)) 
ersetzen : 

■&{ui  +Qi  +  aik,  .  .  .,  Wj,  +  <?p  +  aj,k) 

=  ü{ui  +  flifc,  .  .  .,  Wp  +  aj,,,)  •  §{u^  +  Oifc,  .  .  .,  Mp  +  ttpfc). 

Wendet  man  hier  die  Formel  (3)  von  §  11  links  und  rechts  auf 
die   Thetas   an,   so   ergibt   sich,   daß 

(7)  Q{ui  +  a^k,  .  .  ..  w^  +  a^k)  =  e-"^k  Q{u^,  .  .  .,  wj 

ist.  Hieraus  schließt  man  aber,  daß  die  logarithmische  Ableitung 
von   Q{u-i^,  .  .  .,  Wp)    nach   jedem    Argumente   u^, 

Q  ^ 

welche  ja  eine  ganze  Funktion  ist  und  ohnehin  die  Perioden 
(P'),  .  .  .,  (P(p))  zuläßt,  auch  noch  die  letzten  p  Perioden 
(p(p  +  i))_  (P(2p))  besitzt.  Nach  dem  Liouvilleschen  Satze, 
§  8,  muß  sich  darum  diese  Funktion  auf  eine  Konstante  redu- 
zieren :  ^ 
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woraus   denn  folgt,   daß 

Da  (P(^))  eine  Periode  von  Q  ist,  so  erweisen  sich  die  Koef- 
fizienten Ca  fernerhin  als  gerade  ganze  Zahlen: 

Trägt  man  den  hiermit  ermittelten  Wert  von  Q  in  (7)  ein, 
so  ergibt  sich,  da  nun 

ist,    daß 

—  •2Qk  =  2??iiai;t  +  •  •  •  +  2wj,apfc-t-2%:7ri 

ist,  und  hiermit  ist  der  Beweis  geliefert. 

§  13.  Von  den  Perioden  einer  beliebigen  periodischen  Funktion. 

Sei  F  (^1 ,  .  ,  . ,  Zn)  eine  beliebige  periodische  Funktion,  welche 
also  insbesondere  unendlich  kleine  Perioden  zulassen  darf  und  sich 
im  äußersten  Falle  sogar  auf  eine  Konstante  reduzieren  kann. 
Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Perioden  derselben  explizite 
darzustellen.  Schließen  wir  zunächst  die  beiden  extremen  Fälle 
aus: 

0,)  F  =  const. 

b)  F  hat  keine  unendlich  kleinen  Perioden. 

Alsdann  läßt  sich  F  vermöge  einer  nicht-singulären  linearen 
Transformation : 

[  7^1  =  «11 2i  -\ \-  ai„2„, 

<i) 

in  eine  Funktion  !f^(%,  .  .  .,  w„)  verwandeln,  welche  in  bezug  auf 
■^TO  + 1  >  •  •  •  >  "^n  (1  ^  m  <  n)  konstant  ist  und  dementsprechend, 
als  Funktion  von  %,...,  w^  betrachtet,  mit  0{ui,  .  .  .,  u^)  be- 
zeichnet werden  möge.  Dabei  soll  m  den  möglichst  kleinen  Wert 
haben,  so  daß  also  <Z^ (%,...,  w^)  keine  unendlich  kleinen  Pe- 
rioden mehr  besitzt.   Sei 


u.., 


Qi'    .    .    .    Q'l 


(r) 


Q'm     '       ■       •       Q 


(r) 
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ein  primitives  Periodensystem  der  Fmiktion  ^  (%,... ,  w^) .  Dann 
ist,  nach  dem  2.  Satze  von  §  7,  r  ^  2^,  wo  q  den  Eang  der 
Matrix 

<?i'   .    .    .   Q? 


bedeutet. 

Des   weiteren   setze   man   folgendes    Schema   an: 


(2) 


wobei     Hli^ 


^m+l 


Q[    . 

•  Qr 

0        .     . 

.     .     0 

0     . 

.     0 

0        .     . 

'■/n+l 

.     .     0 
.     .     0 

0      . 

.     0 

0        .     . 

.     .     H 

i^^j  eine  beliebige  von  Null  verschiedene  Konstante 
Zahl,  etwa  die  1,  bedeutet,  und  führe  noch  die  Bezeichnungen 
ein: 

(«  =  (#\...,«,  0,  ...,0), 


(H<^))  =  (0,  ...,0,   H^>+„0,  ...,0). 

m  +  l—l  n—m  —  l 

Wie   man   sieht,   ist    s=^n—m,   r  ^  2m,    also   ist   r  +  2s  ^  2n. 
Wir    sind    nunmehr    in    der    Lage,    die    sämtlichen    Perioden 
der    Funktion    W{ui,...,Un)    zum    Ausdruck    zu    bringen.    Diese 
decken  sich  genau  mit   den  Punkten 


(3)        m'{Q')-\-"-+m^^^{Q^r^)+ri'{H') 


+  ^(*)(H(*)), 


wobei  7n',  .  .  .,  m^^'>  beliebige  ganze,  ?/,  .  .  .,  7;^*)  beliebige  kom- 
plexe Zahlen  bedeuten. 

Im    übrigen    sei    noch    erwähnt,    daß    die    (Q^^"^)    und    (H^')) 
durch  keine  lineare  Relation 

(4)      c'iQ')  +  .  .  •  +  c('-)(g('-))  +  C'(H')  +  .  •  .  +  C(*)(H(»))  =  0 

verknüpft  sind,  wobei  c',  .  .  .,  c^»")  reelle,  C",  .  .  .,  6'^*)  komplexe 
Größen  sind,  welche  nicht  alle  verschwinden.  Denn  erstens  würde 
aus  der  Relation 


c'Q'.  +  •  •  •  +  c('>g!r  +  c  H.;  + . . .  +  c<'>  HL'>  =  0 
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folgen,  indem  man  zuerst  oc  >  m  nimmt  und  unter  Q^^^  dann  0 
versteht,  daß  C^^)  =  0,  l  —  1,  2,  .  .  .,  s,  ist.  Hiermit  reduziert 
sich  die  linke  Seite  von  (4)  auf  die  ersten  r  Glieder,  und 
jetzt  müssen  c',  .  .  .,  c^*")  verschwinden,  da  {Q'),  .  .  .,  {Q'^''^)  ein 
primitives  Periodensystem  von  (P(%,  .  .  .,  u^)   bilden. 

Indem  wir  nun  diesen  Sachverhalt  der  linearen  Transfor- 
mation (1)  gemäß  auf  die  ursprüngliche  Funktion  F{zi,  .  .  .,  z^) 
zurückbeziehen,  erhalten  wir  folgendes  Eesultat.  Dabei  ordnen 
sich  die  ausgeschlossenen  Fälle  a),  b)  von  selbst  ein,  indem  die 
(p(Ä;)^  resp.   die   {S^'''>)   dann  fehlen. 

Satz.  Sei  i^ (^i ,  .  .  . ,  ^J  eine  beliebige  periodische  Funktion. 
Dann   lassen   sich    die    Perioden   derselben   in   der  Form   darstellen: 

(A)  W'(P')    +   •  •   •     +m(0(P(r))     -^n'iS')    +   .   .   .     +7?(^)(5(«)), 

wobei  m',  .  .  .,  m^'^'>  ganze,  r}',  .  .  .,  ?](*)  komflexe  Zahlen  sind  und 
außerdem  r  +  2s  ^  2^1,  und  zwar  liefert  eine  beliebige  Wahl 
letzterer  Zahlen  eine  Periode. 

Hinsichtlich  der  (P)  und  {S)  bestehen  folgende  notwendige  Be- 
dingungen. 

a)  Die   (P)  und  (S)  werden  durch  keine  lineare  Relation 


c'{P')  ^  •  .  •  +  c('-)(P('-))  +  C'{S')  + 

verknüpft,    wobei    c',  .  .  .,  c^*")    reelle,    C ,  . 
bedeuten,  welche  nicht  alle  verschwinden. 

b)    Ist   Q   der   Bang   der  Matrix 


'  +  C  (*)(£(«))  =  0 
C^*)    komplexe   Zahlen 


K   . 

.        Pf) 

K  • 

p(r)   i 

-^  n     1 

so  ist  r  ^2q. 

c)  Die  Matrix 

*7 

• 

.     5i'> 

• 

ist  vom  Range  s. 

Setzt  man 

p(*)  _ 

p(.) 

+  W!:\ 

37* 
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che  Funkt 

so  ist 

die 

Matrix 

vi    • 

•   pS" 

Vn     ' 

■   •  pL" 

3l      • 

.   .   gi" 

Qn      • 

•     •     9? 

vom  Range  r. 

cl)    Die    Zahlen    r    und    s    sind   invariant    gegenüber    der    be- 
sonderen Wahl  der  Perioden  (P^''^   ("^'^)- 

Unter    den    Bedingungen    des    Satzes    bilden    die    Zahlenkom- 
plexe   {P'-^^),    {S^^'>)    ein    primitives   Periodensystem    der    Funktion 

Bei  Einführung  der  Bezeichnung 


benenne    man  die  kleinste  der  Zahlen    |(P^*-'^)|   mit  h. 

Zusatz.    Läßt  F{zi,  .  .  .,  Zn)   eine    Periode    (77)    zu,   loojür 

\{n)\<h 


ist,   so  ist  auch 


t{n)  =  {tn), 


oo  <i  t  <.  -\-  oo, 


ebenfalls  eine  Periode. 

Stellt  man  nämlich  (77)  in  der  Form  (A)  dar,  so  muß  offen- 
bar ?Wi  =  •  •  •  =  m^  =  0  sein,  woraus  denn  die  Richtigkeit  der 
Behauptung  sofort   erhellt. 


§  14.  Über  Systeme  periodischer  Funktionen. 

Definition.  Die  Funktionen  F^izi,  .  .  .,  z^),  k=l,...,m, 
besitzen  ein  'primitives  Periodensystem  [  (P) ,  {E) } ,  wenn  jede  der- 
selben die   Zahlensysteme 

m'{P')  +  •  •  •  +  m('-)(P('-))  +  r]'{S')  +  •  •  •  +  yf'^S^'^) 

als  Perioden  zuläßt  und  wenn  außerdem  jedes  nicht  darunter  be- 
findliche Zahlensystem  (a^ ,  .  .  . ,  a„)  mindestens  für  eine  dieser 
Funktionen    keine    Periode    ist.    Dabei    bedeuten    m' ,  .  .  . ,  m'-^'^    be- 
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liebige  ganze,     rj',  .  .  .,-r]^^'>  beliebige  komplexe  Zahlen,  und  ferner- 
hin   sind    die    (P),  {E)    durch    keine   Eelation   von   der   Form 

c'(P')  + h  c^'^P^'^)  +  C'{S')  +  •  •  •  +  C(«)(£(^))  =  0 

verknüpft,  wobei  c',  .  .  .,  c^'''>  reelle,   C",  .  .  .,  C^*)  komplexe  Zahlen 
sind,  welche  nicht  sämtlich  verschwinden. 

Es  liegt   nahe,   den  folgenden   Satz   zu  vermuten. 

Theorem.  Haben  die  Funktionen  F^izi,  •  -  -,  Zn)>  k=l ,  .  .  .,  m, 
das  primHive  Periodensystem  |  (P) ,  (£')},  so  lassen  sich  die  Kon- 
stanten  Gl,  .  .  .,  Cjn   SO   hestimmen,    daß   die  Funktion 

(1)  C,  Pi(0i,  .  .  .,  ^„)  +  .  .  .  +  C^  p,„(^„  .  .  .,  ^„) 

das  genannte  Periodensystem  zu  einem  'primitiveii  hat. 

Im  Falle  n  —  1  läßt  sich  der  Satz  ohne  große  Schwierigkeit 
beweisen.  In  den  höheren  Fällen,  namentlich  von  n  =  3  an,  ist 
er  nicht   mehr  richtig,  wie  das  folgende  Beispiel  zeigt: 

(2)  F{Z^,  Z^,  Zs)  =  2i  —  C(^2)  ,  -Fo(%,  Z^,  Z3)  =  %  —  C(^2)  > 

wobei    C{z)    in    Bd.  I,    Kap.  11,    §  2    erklärt   ist.    Insbesondere   ist 

C{z  +  w)  =  C(^)  +  ^^         C(^  +  co')  =  C{z)  +  yf, 
und  ferner  gilt  die  Legen  dresche  Eelation 

(3)  rjoj'  — 7]' CO  —  2  Tri. 

Die   Funktionen  lassen  vor   allem   die   Perioden   zu: 

(P')  (P") 


(4) 


Sie  besitzen   aber   auch   keine   anderen,   denn   aus   der   Identität 

h   +    Pl-  C(^2   +    P2)   -  %    +   C{22)    ^   0 

schließt    man    vor    allem,    wegen    der    Pole    der    Funktionen 
C(22  +  P2)  und   C(^2),  daß 

P2  =  moj  +  m'o/, 
sowie  ferner,  daß 

Pi  =  mrj  +  m'r]'. 


Zx 

n 

v' 

Z2 

CO 

0)' 

Zz 

n 

1 
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Und   nun  ergibt  die  zweite  Funktion  Fg  noch,  daß 

P3  =  mrj  +  m'r]'. 

Des  weiteren  sind  die  Perioden  (P')  und  (P")  nicht  einmal 
komplex  miteinander  verknüpft: 

c'{P')  +c"(P'')  =  0, 

da  die  Matrix  der  Perioden  wegen  (3)  vom  Eange  2  ist. 

Diese  Perioden  bilden  somit  ein  primitives  Periodensystem 
für  das  Funktionenpaar  PijFg.  Trotzdem  hängt  jede  lineare 
Kombination  dieser  Funktion 

(5)  C^F,  +  C^F,  =  (Ci^i  +  C2%)  -  (Ci  +  Co)  C(^2) 

von   weniger  als   drei   geeignet   gewählten  linearen   Kombinationen 
der   Perioden   ab: 

und    darum   weist    die    Funktion    (5)    stets    noch    unendlich    kleine 
Perioden  auf. 

Zur  Bildung  des  Beispiels  könnte  man  an  Stelle  von  ^(^2) 
ebenso  gut  die  Funktion 

^2  +  tan  z^ 
treten  lassen. 

Hiermit  ist  der  Satz  nun  widerlegt  worden,  wofern  n  ^  3 
ist.   Der  Fall  w  =  2  bedarf   noch   einer  besonderen   Untersuchung. 

Zur  näheren  Untersuchung  der  höheren  Fälle  wird  folgender 
Satz  von  Hilfe  sein. 

Satz.  Fehlen  alle  Perioden  {E)  und  gibt  es  ferner  wenigstens 
eine  Funktion  F^,  welche  sich  durch  keine  lineare  Transformation 
auf  die  Form 

Ü){Z2,   .   .   .  ,  Zr,  _  i)  Z„  +   (p{Z2,   .   .   .  ,  Z„  _  i) 

bringen  läßt,  so  existiereii  beliebig  viele  lineare  Kombinationen  der 
Fl ,  .  .  . ,  F„ ,  welche  keine  unendlich  kleinen  Perioden  aufweisen. 

Der  Beweis  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Entwickelungen 
des   nächsten   Paragraphen. 
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§  15.  Von  einer  Klasse  linearer  partieller  Differentialgleichungen. 

I.Satz.  Seien  f{zi,...,Zn)  und  (p{z-i^,  .  .  .,  z^  zwei  Funk- 
tionen, welche  beide  im  Anfange  {z)  =  (0)  analytisch  sind.  Eine 
oder  auch  beide  derselben  dürfen  einer  oder  mehreren  'partiellen 
linearen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  konstanten  Koef- 
fizienten, 

(1)  ^iä^  +  ---  +  ^"ä^  =  0' 

genügen,  wobei  die  c^  nicht  sämtlich  verschwinden,  doch  sollen  f 
und  q>  nicht  ein  und  derselben  Differentialgleichung  (1)  genügen. 
Endlich  soll  sich,  sofern  n  ^  3,  ivenigstens  eine  der  Funktionen, 
etwa   (p,   durch  keine   lineare    Transformation  auf  die  Form 

(i)  <?  =   W(22,   .   .   .,  2n-l)2«   +r(^2'   •   •  •.  ^n-l) 

bringen  lassen.^)  Dann  gibt  es  zivei  Konstanten  A,  B  dergestalt, 
daß   die  Funktion 

Q{z^,.  .  .,z,)^  Af  +  Bcp 

keiner  Differentialgleichung   (1)   genügt. 

Die  Notwendigkeit  der  letzten  Bedingung  erkennt  man  am 
Beispiele : 

/  =   Oy{Z2,  .   .   .,  ^„_i)  ^1  +  V'(^2»   •   •   -,  ^n-l), 

Im   Falle   n  =  2   fällt    diese   Bedingung   fort. 

Zum  Beweise  knüpfen  wir  an  den  Satz  von  Weierstraß, 
§  2,  2.  Satz,  an.  Sollte  insbesondere  eine  der  vorgelegten  Funk- 
tionen, etwa  /,  keiner  Differentialgleichung  (1)  genügen,  so 
braucht  man  ja  nur  A  —  \,  ß  =  0  zu  setzen,  und  der  Satz  ist 
bewiesen.  Wir  wollen  also  voraussetzen,  daß  sowohl  /  als  cp 
einer  (aber  nicht  derselben)  Differentialgleichung  (1)  genügen. 
Dann  kann  man  durch  eine  lineare  Transformation  eine  Vari- 
abele  aus  /  und  eme  andere  aus  cp  eliminieren.  Wir  wollen  ins- 
besondere voraussetzen,   daß  z^  in  /  und  z-^  in   (p  fehlen: 

/  =  F{Zt_,  .  .  .,  ^„_i),  (p  =  0{z^,  .  .  .,  z„). 


1)  Durch  diese  Forderung  wird  die  frühere  Möglichkeit,  daß  (p  mehreren 
Gleichungen  von  der  Form  (1)  genüge,  offenbar  eingeschränkt. 
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Demnach    nimmt    (4),    §  2,    gebildet    für    die    Funktion    Af  +  Bcp, 
die  Form  an^): 


(2) 


AUiz)     AU{z)  +  B(p^{z)  .  .  .  Ai,_^{z)  +  B(p„_^{z)     B(p,{z) 
Af^{a)     Aj^{a)+Bcp^{a).  .  .  Ajn-i{a)-\-Brf^_^{a)     B(p„{a) 

Ähil)      AU{1)  +  Bcp^{l)  .  .  .  AU_^{1)  +  Bcp,_^{l)      B(p„{l) 


Versetzt  man  diesen  Ausdruck  in  die  Form  eines  Polynoms 
in  A,B: 

W^A^-^B  ^W^A^-^B-^  -{-'•'  +  Wn-iAB^-\ 

so  genügt  es  zu  zeigen,  daß  mindestens  einer  der  Koeffizienten 
Wi  nicht  identisch  verschwindet,  denn  das  identische  Verschwin- 
den .der  Determinante  (2)  in  den  unabhängigen  Variabelen 
{z,  a,  .  .  .,1)  ist  ja  eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  daß  die  Funktion  Af  -{-  Bcp  einer  Differentialgleichung  von 
der   Form    (1)    genüge.    Nun   ist 


^1- 


/i(a)    /2(a) 


fn-iia)    (Pnia) 


h{l)      U{1)     •••in-l{l)      <Pn{l) 


Sollte  Wi  identisch  verschwinden,  so  entwickele  man  die  Deter- 
minante nach  den  Elementen  der  ersten  Zeile.  Dabei  erweist 
sich   der  Koeffizient  von  (pn{z)  als  die  Determinante 


D  = 


h{a)    hia)  .../„_x(a) 
U{h)    Uih)  .../„_!  (6) 

fl{l)       h{l)     .../n-l(0 


Da  sind  nun  zwei  Fälle  möglich:  a)  D  =#  0;  b)  D  =  0, 
wie  auch  immer  die  n  —  1  Punkte  (a) ,  (t) ,  .  .  . ,  (/)  in  der  Nähe 
des  Anfangs  genommen  werden  mögen. 

ad  a)  Hier  muß  ^'„(-s)  von  z„  unabhängig  sein,  da  die  übrigen 
Glieder  der  Gleichung  es  sind,  und  (p  ist  ja  nach  Voraussetzung 
unabhängig  von  %,  also  ist 


1)  Dabei  soll  n  ^  3  sein.  Der  Fall  n  =  2  wird  ja  direkt  erledigt. 
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dcp  ,  . 

p—  —  Oi{Z2,,  .  .  .,  ^n  - 1  j  j 

(p=  (0{Z2,  .  .  .,  Zn-l)Zn  +  X{^2>  •  •  ■>  ^n  -  l)  , 

was   eben   gegen   die   Yoraussetzuiig   verstößt. 

ad  b)  In  diesem  Falle  genügt  f  =  F{z-^,  .  .  .,2„_i)  einer  Diffe- 
rentialgleichung (1),  geschrieben  für  n  —  \   anstatt  für  n, 

«i/i  +  «2/2  H h  ^^„-1  /n-i  =  0, 

und  zwar  muß 

da  /  sonst  derselben  Gleichung  (1)  ■uie  q?,  nämlich  duldzi  =  0, 
genügen  würde.  Infolgedessen  kann  man  durch  eine  nicht-singu- 
läre  Transformation  von  z^,  .  .  .,  z^-i  allein,  ohne  also  Zn  in  Mit- 
leidenschaft  zu   ziehen, 

^2  ^^  ^21^1  "T~  *  •  *  ~t~  ^2,  n— 2~n— 2  "T"  '*2^rt— 1' 

^n-1  ~  ^n-  1,1  ~1  +  ■  '  ■  +  ^n-l,n-2^n-2  +  '^»-l^n-1' 

erreichen,  daß  /  nur  von  n  —  2  Argumenten,  etwa  z-^^,  .  .  .,  z„  _  2 
abhängt : 

(4)  f  =  F{z„...,z„_,). 

Denn  /  geht  hierdurch  in  eine  Funktion  von  z[,  .  .  .,  2^_i  über, 
wofür 

37/—=  «l/x  ^ \-  ^n-lfn-l  =  0. 

Damit    nmi    cp    nicht    von    z[    abhänge,    dürfen    wir    Cgi  =  0 ,    .  ,  . , 
c„_i^i  =  0,   Cii  =4=  0  wählen.   Deim   die  Beziehmig  (3)   büi'gt  ja  da- 
für, daß  die  sonstigen  Ca  dann  noch  so  genommen  werden  können, 
daß  die   Determinante   der   Transformation  nicht  verschwindet. 
Ist   also 

so  schreiten  wir  zum  nächsten  Koeffizienten,  Wo ,  welcher  sich 
mit  Ptücksicht  auf  die  Relation  (4)  auf  eine  einzige  Determinante 
reduziert : 

fi{a)  ■  •  .  fn-oAa)    <Pn-i{a)    (Pn{a)     . 


Wo  = 


h{l)    ••■fn-2{l)       <f.-l{l)      <Pn{l) 
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Sollte  W2  nun  gleichfalls  identisch  verschwinden,  so  entwickele 
man  die  Determinante  nach  den  Elementen  der  ersten  Zeile.  Es 
sind  jetzt  wiederum  zwei  Fälle  möglich:  a)  die  Koeffizienten  von 

fpn-i{z),    (pniz),   nämlich 


/i(a)  .  .  .  /„_2(«)    (pn-i{o) 

fl{l)     .../n-2(0        Vn-l{l) 


/i(a)  •  .  •  /n-2(a)    fpn{a) 

fl{h)    ••.fn-2{h)       <Pn{h) 
fl{l)      ••■fn-2{l)        <Pn{l) 


verschwinden  nicht  beide  identisch;  b)  diese  Determinanten  sind 
identisch  Null,  wie  auch  immer  die  n  —  1  Punkte  (a) ,  (6) ,  .  .  . ,  [l] 
in   der   Nähe   des   Punktes   (z)  =  (0)   angenommen   werden   mögen. 

ad  a)   Hier  besteht  eine  Eelation  von  der  Form 

(5)  Gl  /i  +  •  •  •  +  c'„  _  2/n  -  2  +  r„  _  i99„  _  1  +  r„9?„  =  0, 

wobei  Ci,...,/^„  Konstanten  sind,  und  /"„_!,  r„  nicht  beide 
verschwinden.  Außerdem  hängen  die  ersten  ?i  —  2  Glieder  zu- 
nächst nur  von  z^,  .  .  .,  Zn-2  ^b,  da  dies  nach  Voraussetzung  von 
/  gilt,  Sie  hängen  aber  fernerhin  nicht  von  %  ab,  da  9?  eben 
2j  nicht  enthält. 

Übt   man   die   lineare   Transformation 

aus,  wobei  y,y'  nur  so  gewählt  werden,  daß  die  Determinante 
der  Transformation  nicht  verschwindet,  so  geht  (5)  in  eine  Re- 
lation  von   der   Form 

^  (p  _      /  \ 

^ ,  —  iO  \Zz,    .   .  . ,   Zn-zj 

über,   woraus   denn   folgt,    daß 

ist.  Das  verstößt  aber  gegen  die  Voraussetzung,  und  hiermit 
fällt   die   Annahme   a). 

ad  b)  Hier  liegen  im  wesentlichen  dieselben  Verhältnisse  vor, 
wie  zu  Anfang,  W^  =  0,  nur  treten  weniger  Spalten  in  den  /,• 
auf.  Es  ergibt  sich  somit,  daß  /  sich  jetzt  auf  eine  Funktion 
von  nur  n  —  3  Argumenten  —  sagen  wir  ^i ,  .  .  . ,  2„  _  3  —  redu- 
ziert. 
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Und  nun  wiederholt  man  das  Verfahren,  bis  man  bei  einem 
Wy.  angelangt  ist,  welches  nicht  identisch  verschwindet.  Dies 
muß  in  der  Tat  eintreten,  denn  sonst  käme  man  endlich  zum 
letzten   Koeffizienten, 


W^ 


/i  («)   9^2  («)  • 


h{l)     <PAI)     •••    ^n{l) 


^0, 


wobei    /    nunmehr    nur    noch    von    %    abhängt.    Dabei    kann    die 
Determinante 

<P2  (a)  .  .  .  9?„  (a) 


J  = 


(P2  {1}     ...    (Pn  (0 


nicht  identisch  verschwinden,  denn  sonst  w 
als  n  —  1  linearen  Kombinationen  der  z^,  . 
könnte  somit  auf  die  nach  Voraussetzung 
i)  gebracht  werden.  Demgemäß  muß  fi{z) 
rnid  zwar  nicht  die  Null,  da  /  sonst  auch 
und  somit  derselben  Differentialgleichmig 
würde. 

Entwickelt  man  die  Determinante  nach 
ersten  Zeile,  indem  man  die  a,  .  .  .,1  so  w 
sieht  man,  daß  9?  der  Differentialgleichung 


ürde  (p  von  weniger 
.  . ,  0„  abhängen  und 
nicht  erlaubte  Form 
eine  Konstante  sein, 
eine  Konstante  wäre 
(1)     wie    (p    genügen 

den   Elementen    der 
ählt,   daß   J  4=  0,   so 


(6) 
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du 
dz. 


+ 


du 


genügt,  w^obei  y^,  .  .  • ,  y« ?  7  Konstanten  sind  und  7  =4=  0 •  Darum 
können  y2,'--,yn  nicht  sämtlich  verschwinden.  Durch  eine  ge- 
eignete lineare  Transformation  von  Z2,...,Zn  kann  man  nun  (6) 
auf  die  Form 


du 

dVL  =  y 


bringen.     Mithin  ist 


u  =  (p  =  y z'n  +  yA^'i^  • 


'  ^n  —  1/  ' 


was  wiederum  gegen   die  Voraussetzung  verstößt,    und   hiermit  ist 
der  Beweis  vollständig  erbracht. 
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Wie  man  sieht,  kann  man  nicht  bloß  ein  Wertepaar 
{A,  B)  —  {Ä,  B)  finden,  wofür  der  Satz  gilt,  sondern  man  kann 
demselben  auch  eine  ganze  Umgebung  T  zuordnen,  derart,  daß 
{A ,  B)   beliebig  in    T  angenommen  werden  darf. 

2.  Satz.  Seien  /^(^i,  .  .  .,z^,  k  =  1,  .  .  .,m,  Funldionen^ 
welche  in  ein  und  demselben  Punkte  analytisch  sind  und  ivovon 
einige  oder  auch  alle  einer  oder  mehreren  Differemialgleichungen 
(1)  genügen  dürfen,  nur  sollen  sie  nicht  sämtlich  die  gleiche  Diffe- 
rentialgleichung (1)  befriedigen.  Im  übrigen  soll  sich  wenigstens  eine 
dieser  Funktionell,  (p  =  fm^  durch  keine  lineare  Transformation  der 
Argumente  auf  die  Form 

(p  =  Oj{z^,  .  .  . ,  2„  _  i)  2„  -\-  Xiz^,  .  .  .,  Zn-\) 

bringen   lassen. 

Dann  gibt  es  ein  Wertesystem  (Cj,  .  .  .,  C^)  =  (C^,  .  .  .,  C^) 
nebst  einer  U7ngebung  T  desselben  derart,  daß,  wenn  (Cj,  .  .  .,  C^) 
beliebig  in    T  gewählt  loird,   die  Funktion 

m 
k  =  l 

keiner  Differentialgleichung  von   der  Form    (1)   genügt. 

Wir  dürfen  voraussetzen,  daß  jede  der  Funktionen  /,•  min- 
destens einer  Differentialgleichung  von  der  Form  (1)  genügt,  da 
der  Satz  ja  sonst  evident  ist.  Die  Funktion  (p  darf  aber  offen- 
bar  nur   einer   solchen    Gleichung   genügen,   sagen   wir 

(7)  |i;=o. 

Nun  muß  es  nach  Voraussetzung  mindestens  eine  zweite  Funk- 
tion 

geben,  welche  der  Gleichung  (7)  nicht  genügt  und  somit  über- 
haupt keine  Gleichung  (1)  mit  9p  gemein  hat.  Hiermit  sind  nun 
die  Bedingungen  des  1.  Satzes  erfüllt,  und  darum  wird  eine 
Funktion   der  gewünschten   Art   in   der   Form 

Afi-hBf, 
herstellbar  sein. 


§  16.  Hinreichende  Bedingungen  betreffend  Systeme  period.  Funktionen     577 

§  16.  Hinreichende  Bedingungen  betreffend  Systeme 
periodischer  Funktionen. 

Wir  kehren  jetzt  zum  falschen  Theorem  von  §  14  zurück 
und  fügen  noch  weitere  Hypothesen  hinzu,  auf  daß  eine  hin- 
reichende Bedingung  zustande  kommt,  damit  eine  lineare  Kom- 
bination der  vorgelegten  Funktionen  eine  zum  gegebenen  Perioden- 
systeme gehörige  Funktion  liefere.  Der  ergänzte  Satz  lautet, 
wie   folgt. 

Das  modifizierte  Theorem.  Haben  die  Funktionen 
Fji,{zi,  .  .  .,  Zn)>  k  =  1 ,  .  .  .,  m,  das  'primitive  Periodensystem 
I  (P)  I  ,  und  ist  außerdem  darunter  eine  Fujiktion  (p  =  F^,  ivelche 
sich  durch  keine  lineare  Transformation  der  Variabelen  (%,...,  0„) 
auf  die  Form   bringen   läßt: 

(p  =   Co{Zo,   .   .   .,   J„_i)  Zn  +  Xih>   •   •   •'  ^n-l), 

so  wird  durch  eine  geeignete   lineare  Kombination 

(1)  CiFi(£i,  .  .  .,  ^„)  +  .  .  .  +  C^F,,{z^,  .  .  .,  z„) 

eine  Funktioii  definiert,  icelclie  entweder  geradezu  zum  genannten 
Periodensysteme  |  (P) }  gehört  oder  höchstens  nur  solclie  weiteren 
Perioden  (Q)  besitzt,   ivofür 

((?)  ^t'{P')  +  ...  +f('-)(P(^)), 
t^^'>  eine  reelle  Zahl. 

In  der  Tat  sind  alle  die  Bedingungen  des  2.  Satzes  von  §  15 
erfüllt,  und  darum  gibt  es  nicht  nur  eine  Funktion  von  der  Form 
(1)  des  gegenwärtigen  Satzes,  welche  keine  unendlich  kleinen 
Perioden  zuläßt,  vielmehr  gilt  dies  allgemein  von  jeder  Funktion 
der  bewußten  Gestalt,  wobei  der  Punkt  (Ci,  .  .  .,  C^)  willkürlich 
in  einer  bestimmten  Umgebung  T  eines  Punktes  (C^,  .  .  .,  C^) 
liegt. 

Sei  {Q)  eine  Periode  einer  dieser  Funktionen,  welche  sich  in 
der   Form 

{Q)  =  t'{P')  +...  +t^''){P^^)) 

darstellen  läßt,  wobei  die  t'-'^'^  reelle  Zahlen  sind.  Dann  müssen 
die  i^'^)  vor  allem  rational  sein,  da  sich  sonst  unendlich  kleine 
Perioden  einstellen  würden. 
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Da  nun  (Q)  eine  Periode  ist,  so  muß  ja 

m 

(2)  ^Cj^lFki^l  +  Ql,    ••■,^n-\-Qn)-F,iz^,    ...,Zn)]^0. 
k  =  l 

Liegt   also    {Q)   im   Bereiche 

f'(P')  +  .  .  .  +  i(0(p(0),  0  <f(^-)^  1,  fc-  1,  .  .  .,r, 

wobei  mindestens  eine  Zahl  i^^'^  <  1  ist,  so  verschwindet  der  ent- 
sprechende Koeffizient  von  mindestens  einem  Cj  nicht  identisch, 
und  darum  müssen  die  Cj  einer  linearen  homogenen  Gleichung 
genügen : 

(3)  riCi  +  ...+y^C'„  =  0. 

Da  es  aber  nur  eine  abzählbare  Menge  von  Perioden  [Q)  der 
genannten  Art  gibt,  so  liefert  die  Gleichung  (3),  einmal  für  jedes 
solche  {Q)  geschrieben,  bloß  eine  abzählbare  Menge  von  Hyper- 
ebenen, welche  die  bewußte  Umgebung  von  (6'°)  durchsetzen. 
Es  gibt  nun  Punkte  (C)  dieses  Bereiches,  welche  auf  keiner  die- 
ser  Ebenen  liegen,    und   hiermit   ist   der   Beweis   erbracht. 

Soll  die  Funktion  also  noch  andere  Perioden  zulassen,  so 
werden  erstens  keine  unendlich  kleinen  vorliegen,  und  zweitens 
wird   keine   dieser  weiteren   Perioden   in   der  Hyperebene 

{z)  =  t'{P')  +  .  .  .  +  ^('■)(P(0) 

liegen,  wobei  i^^")  eine  beliebige  reelle  Zahl  bedeutet. 

Es  liegt  die  Vermutung  nahe,  daß  es  einen  Punkt  (C)  gibt, 
wofür  eben  keine  weiteren  Perioden  existieren.  Einen  Beweis 
dafür  habe  ich  nicht  finden  können.  Vielleicht  muß  man  tiefer 
in  die  Eigenschaften  der  periodischen  Funktionen  eindringen, 
denn  selbst  im  Falle  n  =  1 ,  r  =  1  stützt  sich  der  Beweis  am 
einfachsten  auf  einschlägige  Eigenschaften  der  doppelt  periodi- 
schen Funktionen.  Seien  nämlich  F{z),  0{z)  zwei  Funktionen, 
welche  das  primitive  Periodensystem  (1 ,  co)  resp.  (1 ,  t)  zulassen, 
wobei 

0  <^{coli),  0<9^(T/^) 

und  außerdem 

CO  =  a  +  ßx, 

wo   (X   und    ß   nicht    beide   rational   sind.    Man    bilde   die   Funktion 

W  =  AF  +  D0, 
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WO  ^,  B  Konstanten  sind,  welche  nur  so  gewählt  werden,  daß 
die  Pole  von  F  und  0  sich  niemals  gegenseitig  aufheben.  Damit 
wird  nur  eine  abzählbare  Menge  von  Werten  des  Verhältnisses 
A/B  zu  vermeiden  sein. 

Sei  (1 ,  ü)  ein  primitives  Periodensystem  für  die  Funktion 
W,   und   man   setze 

ü  =  r  +  SCO  =  o  -\-Gx . 

Dann  werden  r,  s,  q,  a  nicht  alle  rational  sein.  Sei  etwa  a  ir- 
rational,  und  man  bilde  den  Ausdruck 

viQ  -\-  nr  —  viQ  -{-  {ma  -{-  n)r. 

Dabei  lassen  sich  m,  n  ganzzahlig  so  wählen,  daß  mo  +  n, 
absolut  genommen,  beliebig  klein  ausfällt.  Ist  nun  ^  em  Pol 
von  0,  so  wird  ^  auch  ein  Pol  von  W  sein.  Da  wdrd  denn 
C  -r  nr  ebenfalls  ein  Pol  von  0  und  also  auch  von  W,  darum 
wird  {C  -\-  nr)  -\-  mü  schließlich  ein  Pol  von  W  sein.  Hiermit 
sind  wir  zu  einem  Widerspruch  geführt  worden,  da  die  Koeffi- 
zienten des  rein  imaginären  Teils  der  Pole  von  ^  ja  zu  einer 
periodischen   Folge   von   Werten   führen. 

Im  Falle  unendlich  kleine  Perioden  im  primitiven  Perioden- 
systeme vorhanden  sind,  { (P),  {S) } ,  mögen  die  F^  vor  allem 
durch  eine  geeignete  lineare  Transformation  auf  Funktionen 
weniger  Argumente  zurückgeführt  werden,  deren  primitives  Pe- 
riodensystem keine  unendlich  kleinen  Perioden  aufweist.  Dann 
wird   der  vorstehende   Satz   auf  letztere  Funktionen  angewandt. 


§  17.  Von  den  Jacobischen  Funktionen. 

Vorgelegt   sei   ein   primitives   Periodensystem 


(1)  :• 


(Oll     •   •  •    CJin    \     COi^n^i    .  .  .    COi^2n 


einer  2 w- fach  periodischen  Funktion  der  n  Argumente  %,,..,  w„. 
Unter  einer  Jacobischen  Funktion  versteht  man  eine  ganze  nicht 
identisch  verschwindende  Funktion  q}{ui,  .  .  .,  u„) ,  welche  folgen- 
den 2w  Bedingungen  genügt: 
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(2)      9j(wi  +  coi<j,  .  .  .,  w„  +  w„«) 


wobei 


:  (p{Ui,  .  .  .,  Un)E 

oi  =  1,  .  .  .,  In 

E{x)  =  e^^i^ 


■     n  - 


gesetzt    worden   ist.    Die    Funktion    E{x)    genügt    der    Funktional- 
gleichung 

E{x-\-y)^E{x)E{ij) 

und  hat  die  primitive  Periode  1 : 

E[{x  +  1)  =  E{x). 

Im    übrigen    sieht    man,    daß    der    Klammerausdruck    die    all- 
gemeinste lineare   Funktion  von    (wi,...,wj   vorstellt. 

Wir   w'ollen    folgende   weitere    Bezeichnungen   einführen: 

{OJ")  =  {(Oicc,    '  ■  -,    (^na),  (X  =  1  ,    .  .  . ,    2  71  ; 

{(ü)  =  Vl^{ü)')    +   •   •   •    +  m2n{cO-"), 


d.  h. 


also 


Des  weitern  sei 

99 (Wi  +  cüi,  ...,  w„  +  co„)  =  9? (..  .,  Ui  +  CO,-,  .  .  .). 


Aus    der    Relation    (2)    ergibt    sich,    indem    man    w,-    durch 
Wj  +  Miß  ersetzt,  daß 


(p{.  .   .,     Ui  +  COia  -\-  COiß,    .   .   .) 

=  (p{.  .  .,    Ui  +  ojf,,  .  .  .)E 
Nun   ist 
9?  (.  . . .  w,  +  w,  j ,  ...)=?'(...,  Wi ,  .  . .)  ii; 


r  ~ 


l;.  =1 
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So  kommt: 

(p{.  .  .,  Ui^  C0ia  +  oiiß,  .  .  .)  =(p{.  .  .  .,  Ui,  .  .  .)   mal 


(3) 


E 


L;.  =  i 


Vertauscht  man  a  mit  /9,  so  erkemat  man,  daß 


/.  =  1 


also 

(4) 


2  {^).a^Xß  —  ^X,i<^;.a)   =   Ra,i> 


/.  =  1 


wobei   Eo:^   eine  ganze   Zahl   bedeutet   und   außerdem 


(5) 


B 


B, 


aa         '-' >  ^^ßa  ■'■''«,?• 


—    XV™   q. 


Vermöge  (4)   kann  man  der  Beziehung  (3)   eine  symmetrische 
Form  erteilen: 

(6)  (p{.  .  .,  Wj  +  COia  +  Wi,?,  .  .  .)  = 

<pi...,u„...)E  ^^:^^  {h,,,  +  fe, ,)  (u,  +  ^^i^:^)  + 1  B^  ^  +  c„  +  c, 

Verallgemeinerung   der  Formel    (6).    Zieht    man    die   allgemeine 
Periode   (co)   heran,   so   ergibt   sich  aus   (6),   daß 


L/.  =  1 

wobei  6;,   c    sowohl    von   den  6^„,   c„  als    auch   von    den  m„    ab- 
hängen. 

Ist   nun 

(co')-w;(o/)+...  +  m2„(ft>(2">), 

so  erhält  man  die  Eelation 

(p{.  .  .,   Ui-j-OJi-\-Oj[,    .  .  .) 

(8) 


=  (pi...,Ui,  ...)E 

Osgood,  Funktionentheorie  II,  2 


2^{h  +  &;)  (%  +  "^^•)  +  ~  B^nm'  +  C  +  C'J  , 
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(9) 
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x  =  l 


gesetzt   ist   und    ß^m'  ©ine   ganze   Zahl   bedeutet.   Im   übrigen   ist 

Nornial'penoden.^)  Wir  wollen  uns  hinfort  die  Perioden  nor- 
miert denken,  und  zwar  so,  daß  das  Schema  (1)  folgende  Ge- 
stalt  annimmt : 


(H) 


wobei  sowohl  d,,  als  auch   d^.j^^jd^  natürliche  Zahlen  sind   und 


^1 

1 
dl 

0  • 

.  0 

Tu     • 

*     "^In 

^2 

0 

1 

.  0 

721     • 

■    "^2»» 

^n 

0 

0  •• 

1 

"^nl    * 

"^nn  y 

ist,   und   außerdem 


'^Ä^,  —  T^f,?. 


i/u  —  "T;./«  +  *'^/.^> 


eine  positive  definite  quadratische  Form  vorstellt. 

Die  Eelation  (4)  wird  nun  zweckmäßig  in  drei  Eubriken  an- 
geschrieben, und  zwar 


i)                    oi  = 

-^,                     ß  =  !-i, 

ii)                    oc  = 

--n  -\-  X,             ß  =  fi, 

iii)                     Oi  = 

=  n  +  X,             ß  ^  n  +  fz, 

So  kommt: 

i) 

d,         d,-^'^" 

ii) 

h                          '"■ 
>                  v  =  l 

iii)          i^b., 

v=l 

n 

■VT  r 

/,//=!, 


,,  ?^; 


i? 


n  +  X ,  n  +  II 


1)  Das  im  Hauptsatze  von  §  23  gipfelnde  Ergebnis  der  Untersuchungen 
von  §§  21 — 23  wird  hier  vorausgesetzt. 
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Aus  ii)  ergibt  sich,   daß 

Trägt  man  also   den  Wert 
in  iii)   ein,   so   kommt: 

n       n  n 

v  =  l  .'=  1  J  =  1 

n        n  n 

V  =  1  >•'=  1  V  =  1 

Die    beiden   Doppelsummen   können,  wie  folgt,   umgeformt  werden, 

n        n 

2  2  K'fe..'-^v^.',)^,.;.T,.',<,. 
,  =  1  ,.'=  1 

Da  nun  wegen  i) 

so  erhält   man  schließlich   das   Eesultat 

(12)  J   Jd.,d„,E.,,,T,„T,,„  +  Jd..B,^,,.,T.,„ 

r=l,'=l  ,.  =  1 

n 

.  =1 

Es  zerfallen  nun  die  Jacobischen  Funktionen  offenbar  auf 
Grund  der  Kelation  (12)  in  zwei  Klassen,  und  zwar  sind  das 

a)  solche,  wofür  (12)  eine  Identität  in  den  T;  ,  als  un- 
abhängige  Variabelen   betrachtet,   vorstellt; 

b)  solche,  welche  mit  speziellen  Moduln  t^^  behaftet  sind, 
wofür  (12)  besteht,  ohne  daß  die  Koeffizienten  der  Glieder  in 
T;^   links    und    rechts   einander   gleich   sind. 

Wir  beschränken  uns  in  der  Folge  auf  die  Funktionen  der 
Klasse   a).   Für   diese   gelten   die   Beziehungen: 
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Dementsprechend  sind  die  &'s  folgenden  Bedingungen  unter- 
worfen (dabei  haben  wir  die  Buchstaben  A,  [x  miteinander  ver- 
tauscht) : 

i)  ^->-0; 

'  d)  du 


A  ^^    ^v/.  "vu 


°'X  V  =  1  ">l 

n  n 

iii)  ^  &, .  „  +  „  T,,;.  -  ^  fe„,  „  +  ^  T     =  0 . 

.=1  v=l 

Hier  ist   die  Kelation  iii)    eine   Folge   der  Delationen   i),   ii)i,  ii)2. 
Was  also  diese  Beziehungen  anbetrifft,   so  kann  man  im   Schema 

&11  &12  •  •  •  ^m 

O21    ^22  •   •   •  ^2n 


^nl    ^n2  •   •   •  ^nn 

die  auf  einer  Seite  der  Diagonale  &11,  b22>  •  •  •>  ^nn  belegenen  b;^ 
(nebst  allen  b;;)  willkürlich  annehmen,  dann  werden  zunächst 
die  übrigen  b^^  durch  i)  bestimmt.  Sodann  werden  die  &;,„  +  ^ 
durch  ii)i,  ii)2  festgelegt.  Und  dann  werden,  wie  bereits  vermerkt, 
die   Kelationen   iii)   von   selbst   erfüllt. 

Endgütige  'Normierung  der  Funktion  <p{ui,  .  .  .,  Un).  Die  Ar- 
gumente der  vorgelegten  Funktion  haben  wir  bereits  einer  line- 
aren Transformation  unterworfen,  wodurch 

(p{Ui,  .  .  .,  w„)  =^(^1,  .  .  .,  v«) 

wird.      Wir  wollen   nun   g?   noch   mit 

e2«iö  =  £;(G) 
multiplizieren : 

0{v^,  .  .  .,  ig  =  ^(^1,  .  .  .,  1^)6^"'^, 
wobei 

n,n  n 

G(üi,  .  .  .,  v„)  =    ^   A,_,,v^v^,  +  J^A^V;,  +  A 
/.=i,„=i  /.=i 

eine  völlig   beliebige  quadratische  Form  darstellt   und  Aj^  =  A^^^. 
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Wie   man   direkt   nachrechnet,    stellt    dann 

E{G) 

eine  Jacobische  Funktion  der  Klasse  a)  vor,  und  zwar  hat  B 
dabei  den  Wert  0  (Jacobische  Funktion  nullter  Ordnung,  vgl. 
unten). 

Da  ferner  das  Produkt  zweier  Funktionen  der  Klasse  a) 
wieder  eine  Funktion  dieser  Klasse  liefert,  so  gehört  auch  0  zu 
dieser  Klasse. 

Satz.  Durch  'passende  Wahl  der  Koeffizienten  A^^,A;  nehst 
einer  geeigneten  linearen   Transformation 


W;.  =  ^;.  +  «;. , 


A  =  1,  .  .  .,  n. 


geht    0{vi,  .  .  .,  v„)    in    eine   Funktion    0{it\,  .  .  .,  w„)    über,    wofür 
die    Relationen    (2)    folgende   Gestalt   annehmen: 


(14) 


0{w,  +  Ti,,  .  .  .,  w,  +  r„,)  =  e-2-^  k  +  f)  0{w^,  ...,  w,) 


Schreibt  man  nämlich  für  die  Funktion  W{vj^,  .  .  .    v„)  =  E{G) 
die  Eelation  (2)  in  der  Form  hin: 


W{v-]-oj")=W{v)E 


■ife;.«(-;.+^)  +  ci' 


mit    einer    ähnlichen    Gleichung,    worin    oc    durch    ?i  +  oc    ersetzt 
ist,  so  berechnet  man  sofort: 


K 

=  2^;.,/^,, 

n 

f>'x,n^„ 

v  =  l 

c-^' 

"'-!:• 

n 
v=l 

Des  weiteren  ist 

0{V  +  (O")  =0{V)E 

r    ^ 

(&;.a  +   &;.a)(^H 
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Demgemäß    kann    man    zunächst    so    über    die    ^^^, ,  A^   verfügen, 
daß 

wird.   Jetzt  folgt  aber  aus  ii)i,  ii)2,  daß,  für  die  Funktion  0, 

&/,«  +  ,„  =0'       ^=^fi;  fe;.,„  +  i  =  —  ß 

ist.    Demgemäß  ist 

Setzt  man  also 

so  ergeben  sich  hiermit  die  beiden  in  (14)  in  Aussicht  genomme- 
nen  Relationen. 


§  18.   Über   die   Reihenentwicklung    der   Jacobischen   Funktionen 
und  die  Thetafunktionen  mit  Charakteristik. 

Auf  Grund  der  ersten  der  beiden  Relationen  (14)  des  vorigen 
Paragraphen : 


(1) 


läßt    sich    <p  in   eine  überall  konvergierende  Reihe  von   der  Form 

(2)         (p{u,,   ....   W„)=^^^^,...,^„e2.-ri(m,d.«.  +  ---  +  m„<f„«n) 

entwickeln,    während    die    zweite    Relation    dazu     hinreicht,  die 

Koeffizienten    zu    bestimmen.    Letzteres  geschieht,    wie    folgt.  Der 

Deutlichkeit  halber  setzen  wir  n  =  S  und  tragen  dann  links  und 
rechts  in  der   Gleichung 

(p {ui  +  Tn ,  W2  +  721 ,  U3  +  T31)  ^  (p{ui,u..,  W3) eI—  r(ui  +  -y-)J 

für    die    beiden    Funktionen    9?    ihre    Reihenentwickelung    ein.    So 
kommt  zunächst 
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(3)  +  mi  dl  Tn  +  ms  da  tgi  +  Wg  dg  T31] 
=^^,^,r«,™,  -Ef(Widi  —  iü)wi  +  madaWa  +  m^dsU^  —  -R^-]- 

Ist  nun   B  nicht   durch  dj  teilbar: 

ß  =  gdi  +  ^1,  0  <  (5i  <  dl, 

so  weist  jedes  Glied  rechter  Hand  den  Faktor  E[[  {m^—  q)d-^  —  ^1}  *<i] 
auf,  und  darum  kann  die  Keihe  nur  dann  mit  der  Keihe  linker 
Hand  übereinstimmen,  wenn  jeder  Koeffizient  verschwindet.  Dem- 
gemäß setzen  wir  voraus,  daß 

li  =  Ridi 

ist.  Dann  nimmt  die  rechte  Seite  von  (3),  indem  wir  zugleich 
m\    statt  m^  schreiben,   die    Getalt   an: 

Führt   man  hier  eine  neue  Variabele 

rtir^  =  m[  —  El 
ein,  so  geht  die  Eeihe  noch  in  die  neue  Form  über: 

^  ^«H  +  R^, m,,mß  [^1  ^1  ^1  +  ^h ^2 ^2  +  Wg dg  Wg  -  ^  ßTn]  . 

Jetzt  kann  man  die  Koeffizienten  auf  beiden  Seiten  der  also 
transformierten  Gleichung  (3)  miteinander  vergleichen,  wodurch 
denn  kommt: 

(4)  A^^  +  ß,_ m,,m,  =  Arn, m, m, E  [{m^  +  i B^) d, T^  +  m. d., T21  +  mgdgTgi] . 

Wir  wollen  mit  \  eine  beliebige  der  Zahlen  0,  1,  .  .  .,  B^  —  1 
bezeichnen.  Dann  leitet  man  aus   (4)   ohne  Mühe  die  Formel  ab: 

Hätten  wir  in  der  zweiten  Relation  (1)  A  =  2  bzw.  A  =  3 
gesetzt,    so  wären   wir   zu   folgenden   Relationen   gelangt: 
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^m,  k,m,  E  [^2  m^  d^  Ti2  +    (»^2  ^2  +  ^2  2')  ^2  ^^22  +  ^2  ^^3  ^^3  ^^32]  , 

Die   Verallgemeinerung   auf  n  —  n  springt  jetzt   in   die   Augen. 
In  der  Formel  (5)  setze  man 

mo  =  ^2  +  Wai^a»  i^h  =  ^  +  ''^3^3  > 


in   (6)   sei 
und  in  (7)  sei 


W?^   =    fcj,  mg    =    /Cg    +    Wgßg; 

mj  =  /cj,  Wg  =  fca* 


Multipliziert   man   die   also   resultierenden    Gleichungen   zusammen, 
so  ergibt  sich,  daß 


'■kl  +  Hl  Ri,  ka  +  riiRi,  k^,  +  n,  R, 


ist,   wobei   A,  ju   die   Werte   1,2,3   durchlaufen. 

Tragen  wir  die  also  erhaltenen  Werte,  für  den  allgemeinen 
Fall  n  —  n  geschrieben,  in  die  Eeihe  (2)  ein  und  setzen  dabei 
zugleich 

2^  R  '^''•." 


ftj,  .  .  .  ,  Kfi 


=  B 


kl «i/j ' 


so  findet  sich  für   9?  (t^ ,  .  .  . ,  w„)   die  endgültige   Darstellung 

kl, . . . ,k,i  /.,/< 

Da   hier  die   Bj.^        f.    voneinander  unabhängig  sind,  so  gibt  es 


Ri  i?2 


R. 


dl rf,  ...(/„ 
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linear  unabhängige  Funktionen,  aus  denen  sich  die  allgemeinste 
Funktion  cp  linear  und  homogen  zusammensetzt.  Diese  einzelnen 
Funktionen  sind  von  der  Form 


d 


■9n 


{vi,  .  .  .,  y„; 


•  • '  ^wn/  ' 


wobei 


Äi.. 

.A«l 

^1 

1 

0     . 

.     0 

r'ii     . 

•     -^'m 

^2 

0 

1    . 

.     0 

^21       • 

•      T^2n 

^n 

0 

0     . 

.   1 

■^'nl      ' 

^nn> 

V^    =    BU;^ 


9?.=  !. 


R  ' 


h:  =0 


und  tt;  eine  ganze  Zahl  ist.  Hiermit  haben  wir  Anschluß  an  die 
Thetafunktionen  mit  Charakteristik^)  erreicht,  und  es  ergibt  sich 
der 

Satz.  Eine  Jacohische  Funktion  93(1*1,  .  .  .,  w„)  läßt  sich  linear 
durch    Thetafunktionen  mit  Charakteristik 


ffi  .  .  .  <7„     \    i  ' 
I  Äi  .  . .  Art  i 


ausdrücken,  wobei 

v^  —  Bu-^,  ?.  —  1 


.,  n, 


B  eine  natürliche  Zahl. 


§  19.  Das   durch  parametrische  Gleichungen   definierte   Gebilde.' 
Vorgelegt  werden  die   Gleichungen 


(A) 


/.K, 


w„) ,     oc  =  1 ,  .  .  . ,  m ,      n  =  m, 


> 


< 


wobei  /c (% ,  .  .  .,  u„)  sich  im  Anfange  analytisch  verhält  und  dort 
verschwindet,  ohne  jedoch  identisch  zu  verschwinden.  Es  handelt 
sich  um  das  Gebilde  9JI  im  Eaume  der  {x),  welches  diese  m 
Gleichungen  vorstellen. 

Bei   der   Untersuchung  wird   ersichtlich   die   Matrix 

9«i  9m„ 


(B) 


dfm 


dfrn 
dUn 


1)  Vgl.  Krazer,  Lehrbuch  der  TheiafunJdionen,  S.  30. 

2)  Vortrag  gehalten  an  der  Stanford  Universität,  den  8.  Januar  1930. 
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eine  Hauptrolle  spielen.  Wir  bezeichnen  den  Eang  derselben  in 
bezug  auf  identisches  Verschwinden  mit  q.  Dabei  ist  ja 
1  ^  Q  -^  n,  m.  Wir  wollen  den  Fall  n  >  m,  q  —  m  beiseite 
lassen,  denn  dieser  scheint  deshalb  unwichtig  zu  sein,  weil  hier 
jedem  Punkte  {x)  von  Wl  unendlich  viele  Punkte  (w)  entsprechen, 
obgleich  'jffl  nicht  in  einem  höheren  Eaum  eingebettet  ist. 

Allgemeiner  werde  ein  Gebilde  g  n-ter  Stufe  (Kap.  2,  §  17) 
zugrunde  gelegt  und  darauf  m  Funktionen  x-^^,  .  .  .,  x^  angenom- 
men, welche  eindeutig  und  stetig  und  in  den  gewöhnlichen 
Punkten  desselben  auch  analytisch  sind.  Dann  versteht  man 
wieder  unter  W  das  Gebilde  im  Eaume  der  {x),  welches  so  zu- 
stande kommt.  Wir  bilden  die  Matrix  (B)  in  einem  gewöhn- 
lichen Punkte  von  g  und  betrachten  den  Eang  q  derselben  in 
der  Nähe  dieses  Punktes.  Den  Fall  n  >  m,  q  =  m  lassen  wir 
wiederum  beiseite. 

Definition.  Unter  einem  kaiionischen  Flächenstücke  m  ver- 
steht man  das  Gebilde  der  Punkte  {x),  welches  durch  die  fol- 
genden  m   Gleichungen   definiert   wird: 

x^  =  u^, 

Xy  =  Uy,  y  =  2,  .  .  .,  r, 

Xr  +  ^,=  fr+Aui,  ■  ■  .,  u,),     ß  =  l,  .  .  .,m-r, 

wobei  fj,  eine  natürliche  Zahl  bedeutet  und  fr  +  i{i-h,  .  .  ..u,.)  sich 
im  Anfange  analytisch  verhält  und  dort  verschwindet,  und  ins- 
besondere auch  identisch  verschwinden  darf.  Die  Zahl  r  definiert 
man  als  die  Stufe'^)  von  nt,  und  man  schreibt  auch  füghch  m,. 
Im  Falle  r  =  1  fehlen  die  Gleichungen  x^  =  u.„  und  im  Falle 
r  =  m  kommen  die  Funktionen  /^  +^  in  Wegfall.  Im  übrigen 
kann  es  vorkommen,  daß  eine  andere  Wahl  der  Indizes  zu  einem 
verschiedenen  Werte  von  /ti  führt,  wie  das  Beispiel  zeigt: 

x^  =  ul,  X2  =  U2,  Xs  =  u-l,  X4  =  Ui. 

Es  empfiehlt  sich  noch  zwecks  einer  allgemeinen  Formulie- 
rung der  Sätze  unter  nto  einen  Punkt  zu  verstehen;  und  ebenso 
führt  man  Qq  später  als  einen  Punkt  ein. 

1)  Ist  w  >  r,  so  deckt  sich  dieser  BegritY  mit  der  sonstigen  Definition 
der  Stufe  eines  analytischen  Gebildes,  Kap.  2,  §  17.  Wenn  aber  m  =  r  ist, 
erfährt  der  Begriff  hiermit  eine  Verallgemeinerung. 
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Allgemeiner    dürfen    die    x^,  .  .  .,  x^    einer     beliebigen    nicht- 
singulären  analytischen  Transformation  miterzogen  werden: 

Va  =  Wai^l^  •  •     >  ^m)r  (X  =  l  ,  .  .  . ,  TU , 

WO   xpa{x-i^,  .  •  -,  Xjn)   sich  im  Anfange  analytisch  verhält  mid  dort 

3{yi,  ■  ■■,  Vm) 


a(xi,  ...,  x^) 


4=0. 


Anderseits  denken  wir  mis  die  Wj,  ...,1*^  nicht  notwendig 
als  alle  u^  umfassend,  vielmehr  setzen  wir  w  ^  r  Variabelen  u^. 
voraus,  so  daß  es  sich  um  die  Variabelen  %,...,  it„  handelt, 
und  unterziehen  nun  diese  einer  ähnlichen  Transformation: 

Vj  =  cü.(wi,  .  .  .,  wj,  ß=l,...,n, 

wobei    (oJui,  .  .  . ,  u^)    sich    im    Anfange    analytisch    verhält    und 
dort 

d(l\,  .  .  .,  Vn) 


d{Ui,  ...,  Un) 


4=0. 


Demgemäß  erschemen  die  Ui,  •  -  -,  Vm  als  Funktionen  der 
•üj,  .  .  .,Vn,  und  das  entsprechende  Gebilde  m  im  Baume  der  {ij) 
heißt  auch  ein  kanonisches  Flächenelement,  und  zwar  ein  solches 
r-ter  Stufe,  m,.  Allerdings  wird  das  Gebilde  m  nur  durch  die 
erste  Transformation  verallgemeinert,  durch  die  zweite  Transfor- 
mation wird  aber  der  Formulierung  der  analytischen  Definition 
eine  andere   Gestalt  erteilt. 

Bemerkung.  Ist  insbesondere  r—\,  so  geht  das  einschlägig 
als  kanonisches  Flächenstück  definierte  Gebilde  in  eine  Kurve 
über,  welche  wir  hier  wohl  auch  als  ein  kanonisches  Kurvenstück 
vermerken  wollen.  Soll  anderseits,  um  gleich  zum  anderen 
Extremum  überzugehen,  r  =  m  sein,  so  liegt  ein  kanonisches 
Volumen-  oder  Baumstück  vor.  Im  Falle  n  =  1  (und  also  not- 
wendig r  =  1)  ergibt  diese  letzte  Bezeichnungsweise  immer 
noch  ein  kanonisches  ,, Raumstück"  —  allerdings  hier  von 
bescheidener    Dimensionalität ! 

Die  Bereiche  U,Vi,R.  Unter  Vin  verstehen  wir  diejenige  Um- 
gebung eines  Punktes  (w)  =  (a),  welche  durch  die  folgenden  Un- 
gleichungen definiert  wird: 

Un'-  \Uy  —  ay\<d,  y=l,...,n, 
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wobei  wir  uns  ö  als  eine  beliebig  kleine  positive  feste  Zahl 
denken.  Ist  insbesondere  (a)  =  (0),  so  kommt 

U„:  \u^\  <  Ö,  7  =  1,...,  n. 

Den    entsprechenden    abgeschlossenen    Bereich    bezeichnen    wir 
mit   Un ,   also 
n„:  |Wy  1  ^  <5,  7=1,..  .,n; 

mit  einer  ähnlichen  Erklärung  im  Falle   (a)  =}=  (0). 

Unter   R  verstehen  wir   den   abgeschlossenen   Bereich 

R:  \Xa\  ^  H,  a  =  1,  .  .  .,  w, 

wo  H  nur  so  gewählt  werde,  daß  die  Bildpunkte  {x)  vermöge 
der   Gleichungen   (A)   resp.   des    Gebildes   g  in  E  liegen. 

Der    Fall     q  =  1. 

Fangen  wir  mit  den  Gleichungen  (A)  an  und  setzen  wir 
'm>l,  p  =  l,  voraus!  Ist  dabei  n  =  l,  so  besteht  9Ji  aus 
einem  einzigen  kanonischen  Kurvenstücke,  nti,  welches  durch  den 
Anfang  geht.  Insbesondere  kann  dasselbe  aber  mehrfach  über- 
deckt sein,  wie  das  Beispiel  zeigt: 

2  .2 

X-t   —  U-t  ,  X2  —  U^ . 

Ist  dagegen  n  >  1,  so  verschwinden  ja  alle  zweireihigen 
Determinanten  aus  der  Matrix  (B)  identisch.  Nach  Kap.  2,  §  24 
sind  dann  je  zwei  Funktionen  (A)  durch  eine  identische  Glei- 
chung miteinander  verbunden: 

wo  Qai{^>y)  sich  im  Anfange  analytisch  verhält  und  dort  ver- 
schwindet und  außerdem  dort  irreduktibel  ist.  Danach  besteht 
93Z  wiederum  aus  einem  einzigen   kanonischen   Kurvenstücke,    nti. 

Sollte  endlich  m  =  1  sein,  so  muß  dann  notwendig  n  =  1 
sein,  und  SlJi  besteht  dann  aus  einem  kanonischen  Volumenelement 
nti,  welches  in   (jli,  1)- deutiger  Weise   auf  Ui   bezogen  wird. 

Das  Endresultat  läßt  sich,   wie  folgt,   ausdrücken: 

(1)  9J?i(lU=  m„ 

wobei  die  Bezeiclmungsweise  3JJr(lU),  i)JJr(9n)  allgemein  das  Abbild 
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gj?  von  U„  resp.  g„  ausdrücken  soll,  wenn  der  Eang  der  Matrix 
(B)  eben  r  beträgt. 

Das  Gebilde  931  hei  Zugrundelegung  eines  g„.  Ist  n  =  1,  so  ist 
offenbar  9Jl  =  mi-  Schreiten  wir  also  zum  Falle  ?i  =  2!  Hier 
geben  die  singulären  Punkte  von  Qg  eine  endliche  Anzahl  von  Ge- 
bilden g  vom  Range  1,  {gij  ,  ab,  wovon  jedes  ja  ein  kanonisches 
Kurvenstück  ist;  oder  aber  es  gibt  nur  einen  singulären  Punkt, 
go,  hier  den  Anfang;  oder  endlich  fehlen  alle  singulären  Stellen 
von  g^. 

Im  ersten  Falle  besteht  das  Abbild  eines  bestimmten  gi 
aus  einem  kanonischen  Kurvenstücke,  3}li(gi)  =  rtti,  falls  der 
Eang  der  Matrix  (B),  gebildet  für  die  Funktionen  x^  am  Ge- 
bilde gi,  eben  1  beträgt.^)  Dieser  Rang  kann  aber  denkbarer- 
weise auf  0  herabsinken.  Dann  wird  das  Abbild  93^o(9i)  =  ^ 
(der  Anfang)  sein.  Sind  dagegen  keine  gi  vorhanden,  während 
der  Anfang  (u)  =  (0)  doch  eine  singulare  Stelle,  go,  von  ga  ist, 
so  wird  wiederum  93io(go)  =  ^o  (der  Anfang)  sein. 

Das  den  singulären  Stellen  von  gg  entsprechende  Gebilde  9^? 
läßt  sich  somit  in  allen  Fällen,  wie  folgt,  ausdrücken: 

(2)  ^-2^yir{Q,)'        ^  =  0,1,     O^r^/ii. 

Hat  fj,  insbesondere  nie  den  Wert  1,  so  reduziert  sich  die  Summe 
auf  9}^(go)  und  stellt  somit  bloß  den  Anfang,  {x)  =  (0),  vor. 

Wir  wollen  nun  das  Gebilde  ^  in  einer  beliebig  beschränkten 
Umgebung  S^  einbetten  und  den  abgeschlossenen  Bereich,  wel- 
cher durch  Forthebmig  der  Punkte  von  S-i  aus  B  entsteht,  mit 
R-i^=  B  —  Si  bezeichnen.  Sei  {x')  ein  Punkt  von  931,  welcher 
in  Bi  liegt.  Dann  liegt  der  Bildpunkt  {u')  nicht  am  singulären 
Gebilde  von  gg,  und  darum  wird  die  Umgebung  von  (u')  nach 
dem  soeben  erlangten  Resultat  (1)  auf  ein  kanonisches  Kurven- 
stück    nti    des    (cc)- Raumes    bezogen. 

Nach  einem  bekannten  Prinzipe  der  Analysis  (vgl.  Bd.  I, 
Kap.  1,  §  12)  kann  man  nun  denjenigen  Teil  von  W,  welcher  in 
El  liegt,    vermöge    einer    endlichen   Anzahl    üb ereinandergreif ender 

1)  Wir  haben  bloß  vorausgesetzt,  daß  die  Funktionen  x^  am  ge- 
bilde  02  stetig  imd  in  den  gewöhnlichen  Punkten  analytisch  sind.  Daß  diese 
Funktionen  dann,  an  den  Gebilden  Qj  betrachtet,  in  einem  gewöhnlichen 
Punkte  analytisch  sind,  ist  durchaus  nicht  ohne  weiteres  klar,  steht  aber 
wegen  der  auf  S.  122 — 123  entwickelten  Theorie  doch  fest.  Diese  Bemer- 
kung gilt  auch  an  allen  analogen  Stellen  im  Laufe  der  weiteren  Unter- 
suchungen. 
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kanonischer  Kurvenstücke  irii  vollständig  überdecken.^)  Schrumpft 
Si  immer  noch  mehr  und  mehr  auf  ^l  zusammen,  so  kann  die 
Anzahl  dieser  nti  denkbarerweise  dabei  ins  Unendliche  wachsen, 
und  die  nti  können  sich,  so  viel  man  sehen  kann,  an  jedem 
Punkte  von  yt  häufen.^)  Wir  wollen  das  Eesultat,  wie  folgt,  aus- 
drücken : 

Dabei  ist  die  Bezeichnungsweise  so  zu  verstehen,  daß  9[R  aus  9^ 
nebst  Gebilden  ^^liViz)  besteht,  welch  letztere  sich  möglicherweise 
an  jedem  Punkte  von  3^  häufen  können,  sonst  aber  keine 
Häufungsstelle  in  B  aufweisen.  Hier  bezieht  sich  112  ja  auf  die 
Umgebung  einer  nicht-singulären  Stelle  von  Qg,  also  nicht  mehr 
bloß  auf  die  Umgebung  des  Anfangs,   {u)  =  (0). 

Endlich  kann  9)Z  aus  einem  einzigen  kanonischen  Kurven- 
stücke 3)^1(112)  =  rrii  bestehen,  falls  92  keine  singulare  Stelle  im 
Anfange  aufweist. 

Wir  können  eine  allgemeine  Formel  aufstellen,  welche  alle 
Fälle  umfaßt,  indem  wir  schreiben: 

(3)        •    93^1(92)  =  I«  +  ^:s^mq,)  1 93^1(112), 

/^  =  0,l,  0^r^l,/ii, 

wo  s,  oc  die  Werte  0 ,  1  haben  und  e  +  <x  =  1 .  So  stellt  bei- 
spielsweise e  ==  1 ,  oi  =  0  ein  einziges  kanonisches  Kurvenstück 
Wi  (II2)  vor.  Dagegen  umfaßt  die  Formel,  falls  e  =  0 ,  o.  =  1 , 
sowohl  das  vorhin  schon  erklärte  Gebilde  9'J9Jii(ll2)  im  Falle 
r  =  l  als  auch,  falls  r  =  0  und  somit  9^  =  SUJolG,«)»  das  Gebilde 
^o(9/<)  33^1(112)  =  rrio  33^1(112),  wobei  also  kanonische  Kurvenstücke 
93?i(ll2)   sich  am  Anfange    nto  häufen  können. 


1)  Präziser  gesagt  handelt  es  sich  zunächst  um  einen  Teil  X  von  g,, 
welcher  in  einer  bestimmten  Umgebung  des  Anfangs  (d.  h.  der  Spitze  von 
92)  hegt  und  dessen  Abbild  sich  innerhalb  R  befindet.  Alsdann  faßt  man  ein 
beliebiges  abgeschlossenes,  den  Anfang  umfassendes  Stück  %'  davon  ins 
Auge.  Der  in  J?i  enthaltene  Teil  3K<i'  von  M,  welcher  Punkten  von  %' 
entspricht,  ist  gleichfalls  abgeschlossen,  und  nun  ist  es  eben  dieses  Stück 
W^',  welches  mit  einer  endlichen  Anzalü  von  Kurvenstücken  ntj  überdeckt 
wird.  Letztere  greifen  selbstverständlich  über  2Ä'^^  hinaus,  dürfen  aber  alle 
auf  2)i  liegen. 

2)  Es  wäre  gewiß  interessant  zu  wissen,  ob  dies  in  der  Tat  zutreffen 
kann,  geradezu  bezeichnend  ist  aber  für  unsere  Behandhmgsweise  des  Haupt- 
problems, nämlich  des  Beweises  des  Theorenas  von  §  20,  daß  diese  Kennt- 
nisse überflüssig  sind;  vgl.  Ende  dieses  Paragraphen,   Anwendimgen. 


§  19.  Das  durch  parametrische  Gleichungen  definierte  Gebilde       595 

Der  allgemeine  Fall  eines  g„.  Jetzt  wird  klar,  wie  sich  30^ 
im  Falle  eines  beliebigen  g„  ausnimmt.  In  der  Tat  läßt  sich  Wi 
durch  die  Formel  ausdrücken: 

(4)  <         e,(X  =  0,l;  £  +  a  =  1 , 

[  0<u^n  —  l,  O^r  ^  1,^. 

Denn  die  singulären  Punkte  von  g„  machen  ja  eine  endliche  An- 
zahl von  Gebilden  g^,  aus ,  wo  /<  auf  die  Werte  0 ,  1 ,  .  .  . ,  n  —  1 
beschränkt  ist  —  hier  ist  e  =  0,  oc  =  1  —,  oder  aber  g„  hat  keine 
singulären  Stellen,  dann  ist  e  =  1 ,  cc  =  0 ,  und  M  reduziert  sich 
somit  auf  ein  einziges   Gebilde  9Jli(U„)  =  nti. 

Das  Endresultat  läßt  sich,  wie  folgt,  zusammenfassen. 

Theorem.  Ist  q  =  1,  so  wird  9JI  im  Falle  der  Gleichungen 
(A)   durch  die  Formel  gegeben: 

d.  h.   W.  besteht  aus  einem  einzigen  kanonischen  Kurvenstücke. 

Werden  die  x^  dagegen  an  einem  Gebilde  g„  definiert,  so  ivird 
9Jl  durch  die  Gleichung  (4)  dargestellt: 

£,a  —  0,1;  e  +  Ä  =  l, 

0^/ii^n  —  l,  0^r^l,,a. 

Der   Fall      q  =  2. 
Nehmen  wir   den   Fall  vorweg,   m  =  2,   n  =  2.   Dami   wird 

J{u,,u,)  ^l^/'^'-^-^l^O. 

Ist  insbesondere  J(0)  4=  0,  so  besteht  Tl  aus  einem  einzigen  m2. 
Sonst  sei 

J  =  Ji^ ...  -r^, 

wobei  Jji  im  Anfange  irreduktibel  ist.  Wir  richten  unser  Augen- 
merk auf  die  Kurve 

(5)  SK.^2)  =  0, 

wo  ^(wijWg)   einen  beliebigen  der  Faktoren  Jki^i,  U2)   bedeutet. 
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Sei  (m')  ein  gewöhnlicher  Punkt  dieser  Kurve.  Dann  sind 
zwei  Fälle  möglich  (vgl.  S.  143).  Im  Falle  I  geht  die  komplex 
zweidimensionale  Umgebung  von  {u')  in  ein  kanonisches  Volumen - 
stück  zweiter  Stufe  rttg  über.  Dagegen  wird  im  Falle  II  die 
komplex  ein-dimensionale,  der  Kurve  (5)  zugehörige  Umgebung 
von  {u')  auf  einen  Punkt  bezogen,  und  zwar  erweist  sich 
dieser  Punkt  als  der  Anfang,  da  er  ja  für  alle  Punkte  {u') 
festbleibt. 

Indem  wir  den  Bereich  U^  von  vornherein  passend  einschrän- 
ken, können  wir  hierdurch  erreichen,  daß  die  Ausnahmepunkte 
auf  den  Anfang  (w)  =  (0)  beschränkt  werden.  Unter  ^  ver- 
stehen wir  nun  sein  Abbild  resp.  das  Abbild  solcher  durch  (5) 
gegebenen   Qi,  welche  in  einen  Punkt  übergehen, 

m^moiQu),  iLt  =  0,1. 

In   beiden  Fällen  ist  ja  '^  =^  xiIq. 

Jetzt  werde  '^  in  einer  Umgebung  Sq  eingebettet,  welche 
dann  aus  B  fortgehoben  werde.  Hierdurch  entsteht  ein  abge- 
schlossener Bereich  Bq  =  R  —  Sq.  Sei  {x')  ein  Punkt  von  9}l, 
welcher  in  Bq  liegt,  und  sei  (w')  ein  Bildpunkt  davon.  Dann 
wird  die  Umgebung  von  {u')  auf  ein  kanonisches  Volumenstück 
zweiter  Stufe  m2  abgebildet.  Und  nun  kann  ja  auch  im  großen, 
gerade  so  wie  vorhin,  der  ganze  in  Bq  enthaltene  Teil  von  9Jl 
vermöge  einer  endlichen  Anzahl  derartiger  übereinander  greifender 
kanonischer  Volumenstücke  m2  völlig  überdeckt  werden.  Diesen 
Sachverhalt   drücken   wir   durch   die   Bezeichnung  aus: 

welche  sagen  will,  daß  3R  aus  9^  nebst  kanonischen  Voluraen- 
stücken  zweiter  Stufe  besteht,  welche  sich  wohl  am  Gebilde  91?, 
sonst  aber  nirgends,  häufen  können. 

Insbesondere  kann  aber  Wl,  wie  bereits  bemerkt,  aus  einem 
einzigen  m2  bestehen.  Das  Gesamtergebnis  läßt  sich  also  durch 
die   Formel   ausdrücken : 

(6)  m,  (Uo)  ={£  +  <%  Wo  (g  J  j  m., ,  /u  =  0.  1 ; 

e,(X  =  0,l,      E  -\-  (X  =  1 . 

Die  Gleicliungen  (A)  im  Falle  w  ^  3,  m  ^S.  Hier  verschwin- 
den  nach   Voraussetzunrr    alle    dreireihigen   Determinanten    aus   der 
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Matrix  (B)  identisch,  während  es  mindestens  eine  zweireihige  gibt, 
wofür  dies  nicht   gilt,   etwa 

O  (  X        X  ") 
J(%,  Woj   •   •   ••  '^n)  =  a/       — '(  ^  0. 

Vermöge  einer  geeigneten  linearen  Transformation  der  (%,...,  %„) 
können  wir  fernerhin  erreichen,   daß 

J(mi,  Uo,  0,  .  .  .,  0)  ^  0, 

und   daraus  folgt   noch,   daß 

J(Wi,  U2,  Vs,  .  .  .,  u„)  ^  0, 

wobei  (i'3,  .  .  .,  r,,)  einen  beliebigen  festen  Punkt  der  Umgebung 
der  Stelle  {v)  =  (0)  bedeutet.  Insbesondere  sei  Hg  ©ine  Umgebung 
des  Anfangs  (mj,  Mg)  =  (0,  0),  deren  Abbild  W  vermöge  der 
Gleichungen 

a;«  =  /«(%,  ^2,  0,  ..  .,0),  a=l,2, 

durch   die   Formel   (6)   gegeben   wird.   Sei  ferner 

ein  in  Hg  enthaltener  Bereich,   und  sei 

T:  \vi\^h',  Z=3,...,n, 

so  gewählt,  daß  i)  fa{ui,  ...,u„)  sich  analytisch  verhält,  wenn 
(%,  Wg)   ii^  ^  ^1^^   (w3,...,w„)   in    T  liegt,   sowie  ii)   daß 

J(wi,  U2,Vs,  .  .  .,v„)  ^  0, 

wenn  {v)  in  T  liegt  und  als  fest  angesehen  wird,  während 
(% ,  W2)   iii  S  liegt. 

Wir    wollen    nun    das    Abbild    9JJ^    von    Ug    ins    Auge    fassen, 
welches   durch   die    Gleichungen 

definiert  wird,  wobei  {v)  ein  beliebiger  fester  Punkt  von  T  ist. 
Die  Umgebung  eines  jeden  Punktes  (Mj,  Wg)  von  S  wird  der 
Formel  (6)  gemäß  abgebildet,  und  da  nun  S  eben  abgeschlossen 
ist,  so  läßt  sich  derjenige  Teil  von  '$fl^,  welcher  dem  Bereiche  S 
entspricht,  vermöge  einer  endlichen  Anzahl  solcher  Stücke  völlig 
überdecken. 

Osgood,  Funktionentheorie  II,  2  39 
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Sei   {u[,  U2)   ein   Punkt  von  S,   wofür 

J{u\,u:„  0,  .  .  .,  0)4=0. 

Dann  wird  auf  Grund  des  Satzes  von  S.  157  die  volle  Umgebung 
des  Punktes  {u[,  u'^,  0 ,  .  .  . ,  0)  im  {ui,  .  .  .,  M„)-Eaume  auf  einen 
Teil  der  Mannigfaltigkeit  W  bezogen.  Insbesondere  sei  h'  so  ein- 
geschränkt,  daß   die  Punkte 

I  Wj  —  w'i  I  <  <3 ,      \U2  —  U2\<d,      \ui\^  h',      l^d,  .  ..,n, 

der  bewußten  Nachbarschaft  angehören.  Dann  muß  W,,  eben 
durchweg  auf  3)1'  liegen,  und  hiermit  sind  wir  zum  Eesultate  ge- 
langt, daß  '^IzO^n)  durch  dieselbe  Formel  (6)  gegeben  wird,  wie 
^zO^)'   d.  h.   im   Grunde 

(7)  2J?2(Un)  =  {e+  amo)  mg. 

Theorem.  Im  Falle  q  =  2,  n  ^  3 ,  7ti  ^  3  besteht  das  durch 
die  Gleichungen  (A)  definierte  Ahhild  SDI  =  9J?2  (^n)  «ws  derselheyi 
Mannigfaltigkeit  W,  welche  hei  geeigneter  Wahl  des  Koordinaten- 
systems im   {ux.  .  .  .,  Un)-Baume  durch  die  Gleichungen 

W:  x,,-=f^{ui,U2,ii,...,0),  (X=l,...,m, 

gegeben  loird,  und  in  diesem  Sinne  können  wir  schreiben 

(8)  5m2(U„)-50?o(U2), 

wo  SJia  (II2)   durch  die  Formel  (6)  dargestellt  wird. 

Das  Gebilde  W  bei  Zugrundelegung  eines  g„.  Beginnen  wir 
mit  dem  Falle  w  =  2.  Das  Abbild  der  singulären  Punkte  von  92, 
falls  welche  vorhanden  sind,  möge  mit  ^  bezeichnet  werden. 
Dann   wird    auf    Grund   des   bereits   erledigten   Falles  Q  =  l 

Jetzt  werde  yt  in  einer  Umgebung  Si  eingebettet  und  die  Punkte 
von  S'i  werden  aus  B  fortgehoben.  Sei  B^  =  R  —  Si  der  dadurch 
entstehende  abgeschlossene  Bereich  usw.  —  von  hier  ab  verläuft 
die  Schlußweise  der  früheren  genau  parallel.  Als  Gebilde  9Ji  er- 
gibt sich  also 

(. 3^2(92)=-    (£+«J^9J?r(g.)l9^2(U2), 

(9)  j  £,«=0,1;  e  +  .\^l, 
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Im  allgememen  Falle  n  =  n  setzen  wir  den  zu  beweisenden 
Satz  für  n  =  2,  .  .  .,  n  —  1  als  richtig  voraus  und  stellen  dann 
fest,  daß  er  auch  für  n  =  n  gilt.  Für  n  =  2  ist  der  Nachweis 
ja  soeben  geliefert  worden.  Weist  das  zugrunde  gelegte  Gebilde 
g„  eine  Singularität  im  Anfange  auf,  so  besteht  das  singulare 
Gebilde  von  g„  aus  einem  oder  mehreren  Gebilden  g„,  wo 
0  ^  /f  ^  n  —  1 .  Das  Abbild  dieser  Gebilde  ist  aber  nach  Voraus- 
setzung bekannt.  Jetzt  kann  also  das  prinzipiell  benützte  Ver- 
fahren wieder  einsetzen,  und  wir  gelangen  somit  zum  Endresultat: 

Theorem.  Werden  die  x^  an  einem  Gebilde  g^  definiert  und 
ist  Q  =  2,   so  wird  Wl  durch  die  Gleichungen  dargestellt: 

(10)  ^2{Qn)  =    (  e  +  '^^  ^ri%)  1  a^2(Uj  , 

e,  (X  =  0,  1,  E  -\-  oc  =  1 , 

0^r^2,,  ,u,  0^/ii^n  —  l. 

Der  allgemeine  Fall,     Q  =  q. 

Beginnen  wir  wieder  mit  dem  einfachsten  Falle,  n  —  m  =  q. 
Dann  wird   vor  allem 

Ist  J(0)  4=  0,  so  wird  1I„  umkehrbar  eindeutig  und  analytisch 
auf    eine    Umgebung    des    Anfangs    bezogen,    und    darum    ist    hier 

Ist  dagegen  J(0)  =  0,   so  werden  durch   die    Gleichung 

J(ui,  .  .  .,  u„)  =  0 

ein  oder  mehrere  Gebilde  g„_i  definiert.  Die  singulären  und 
Schnittpunkte  dieser  Gebilde  geben  dann  wieder  Gebilde  g„ 
niederer  Stufe  ab. 

Ist  {u')  ein  Punkt  von  g„_i,  welcher  auf  keinem  Gebilde  g„ 
niederer  Stufe  liegt,  so  liegt  entweder  Fall  I  oder  Fall  II, 
S.  143,  vor.  Im  ersten  Falle  wird  die  volle  Umgebung  von 
{u')  auf  ein  kanonisches  Volumenelement  des  (ic)- Raumes,  ins- 
besondere des  Bereiches  R  bezogen.  Im  Falle  II  wird  da- 
gegen der  Rang  der  Matrix  (B)  am  Gebilde  g„_i  kleiner  als 
n  —  1.  Nun  nehmen  wir  an,  daß  das  zu  beweisende  Theorem 
(vgl.  unten,  beide  Teile)  bereits  für  o  =  2,  .  .  .,  ^  —  1  feststeht  — 

39* 
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dies  ist  ja  für  ^  =  2  schon  konstatiert  worden.  Es  handelt  sich 
hier  also  um  lauter  Gebilde  g^,  woran  die  Funktionen  Xa  vom 
Range    r  ^  n  —  2    sind. 

Hiermit  sind  wir  denn  zum  folgenden  Ergebnis  gelangt,  wel- 
ches  auch  zugleich  im  Falle  m  >  n  =  q  statt   hat : 

(11)  9JJ„(UJ  =  { £  +  ^ ^  mAQ,)  ]  m„, 

e,a  =  0,l,  £  +  Ä  =  l, 

0^r^fi,n  —  2,  O^^^n  — 1. 

Das  Gebilde  9Jio(UJ,  Q<n,  Q<m.  Die  Behandlung  verläuft 
hier  derjenigen  im  Falle  g  =  2  genau  parallel.  Vermöge  geeigneter 
linearer   Transformationen   kann   man   erreichen,   daß 

JK.  .  .  .,  w„)  ^  dix„....x,)       ^ 
^   ^  "         d{Ui, .  .  .,Uu) 

sowie  daß 

J{u,,,..,u^,0,...,0)^0. 

Dann  wird  auch 

J(wi,  .  .  .,  u^,  v^  +  i,  .  .  .,!)„)  ^0, 

wo   (Wj ,  .  .  . ,  u,)   im   Bereiche 

S:  \U:\^h,  1^1,...,q; 

und   (^o  + 1 '  •  •  • '  ^n)   ii^  Bereiche 

T:  \Ug\^  h',  g  =  o  +  1 ,  .  .  . ,  n , 

liegt.   Das   Abbild   W  von  U^  vermöge   der   Gleichungen 

x„  =  fa{Ui,...,u^,0,...,0),       a  =  1  ,  .  .  . ,  w , 

wird  herangezogen.  Alsdann  werden  S  und  T  passend  einge- 
schränkt und  endlich  wird  gezeigt,  daß  das  Abbild  von  S  ver- 
möge  der   Gleichungen 

^v'  a;«  =  /«(%.-••,  w^.^V+i' •••' O.     <x  =  l,...,m, 

wo  {v)  in  T  liegt,  auf  931'  ausgebreitet  ist.  So  erkennt  man  denn 
schließlich,   daß   dJl  auf  W  liegt. 

Theorem.  Im  allgemeinen  Falle  Q  =  Q,  n>Q,  m>Q  be- 
sieht das  durch  die  Gleichungen  (A)  definierte  Gebilde  Tl  =  90i^,  (U„) 
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aus  derselbe^i  Mannigfaltigkeit  3)V,  welche    hei    geeigneter  Wahl  des 
Koordinatensystems  im  {u^,  .  .  .,  u^-Baume    durch  die  Gleichungen 

W:  a;«  =  /„(wi,  .  .  .,  w„,  ü,  .  .  .,  0),        (x^\,  .  .  .,m, 

gegeben  ivird,  und  in  diesem  Sinne  können  ivir  schreiben, 

(12)  m,{Un)  =  'm,{u,), 

wo  2Ji„(ll„)   durch  die  Formel  (11)   dargestellt  wird. 

Das  Gebilde  S[Ro(g„),  q  <n,  q  <m.  Das  Eesultat  kann 
man   jetzt  ohne  weiteres  hinschreiben: 

(13)  mAo,)  ^  [e  +  ^^5m,(g,))  äRJUJ, 

e,  (X  =  0,  1;  e+öc  =  l, 

O^r  ^jii,Q,  0  ^  ju^n  —  1. 

Anwendungen. 

Die  vorstehenden  Entwickelungen  wurden  durch  die  beiden 
nachstehenden  Sätze  veranlaßt,  deren  Beweise  unmittelbar  aus 
diesen  Kesultaten  hervorgehen.  Der  erste  Satz  ist  so  zu  verstehen, 
daß  man  im  Wortlaut  des  Satzes  das  Wort  „meromorph"  fortläßt. 
Im  zweiten  Satze  ersetzt  man  dann  dieses  Wort  durch  „ana- 
lytisch". 

Theorem.  Eine  Transformation  werde  durch  die  Gleichungen 
(A)  definiert,  wobei  insbesondere  i)  m  =  n  =  o,  und  ii)  die  Trans- 
formation im  allgemeinen  (1,  N)- deutig  ist.  Präziser  gesagt  wird 
eine  volle  Umgebung  des  {u)- Anfangs  (1,  N)-deutig  auf  eine  volle 
Umgebung  des  {x)-Anfangs  bis  auf  die  Punkte  J{ui,  .  .  .,  wj  =  0 
abgebildet.  Sei  ferner 

W  =  0{Uj_,  .  .  .,  W„) 

im  Anfange  analytisch  (meromoryh).  Bann   wird  O  in  eine  Funk- 
tion 

w  =  W{x,  .  .  .,  x„) 

übergeführt,  welche  einer  irreduktibelen  Gleichung  von  der  Form  ge- 
nügt: 

(14)  Cq{x„  .  .  .,  x^)w''  +  C^x^,  .  .  .,  x,)w'-^  + 
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WO  Ck{x-i,  .  .  .,  Xn)  analytisch  im  Anfange,  Cq{x-^,  .  .  .,  a:„)  ^  0, 
und  N  durch  v  teilbar  ist.  Im  ersten  Satze  ist  Cq{xi,  .  .  .,  x„)  =  1 , 
im  zweiten  ist  Cq{0 ,  .  .  . ,  0)  =  0 . 

Zum    Beweise    des    ersten    Satzes    bilden    wir    die    Funktionen 

«;*  +  ?4  H H  <v  =Ps(^i'  •  •  •>  ^n) ' 

s  =  l,  2,  ...,iY. 

In  einem  Punkte  {x)  des  Bildraumes,  welcher  weder  zur  Mannig- 
faltigkeit Wr{Q/^),  Formel  (11),  gehört  noch  an  der  Verzweigungs- 
mannigfaltigkeit eines  m„  liegt,  ist  Pg  sicher  analytisch.  Aber 
auch  in  den  Punkten  einer  Verzweigungsmannigfaltigkeit  ist  Pg 
nach  dem  ersten  Satze  von  Kap.  3,  §  3  analytisch,  denn  in  der 
Nähe  eines  solchen  Punktes  ist  Pg  vor  allem  eindeutig  und  stetig, 
und  die  fraglichen  Punkte  machen  nur  eine  (2??  —  2) -fach  aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit   aus. 

Hiermit  erweist  sich  Pg  als  analytisch  in  der  Nähe  des  An- 
fangs bis  auf  die  Punkte  von  ^9}l^(g,J.  Diese  kommen  aber  der 
Keihe  nach  in  Wegfall,  denn  sie  bestehen  zum  Teile  aus  Punkten, 
deren  benachbarte  Ausnahmepunkte  nur  eine  endliche  Anzahl 
kanonischer  Flächenstücke  r-ter  Stufe  ausmachen,  und  in  solchen 
Punkten  ist  P«  ja  analytisch  nach  dem  zweiten  der  vorhin  zitier- 
ten Sätzen.  Nach  Entfernung  dieser  Punkte  stellt  sich  dann  der- 
selbe Sachverhalt  wieder  ein,  und  neue  Teile  von  ^  Wir  (Qu) 
kommen  in  Wegfall,  bis  schließlich  nichts  mehr  von  ^  Wr  (g^) 
übrig  bleibt. 

Es  ergibt  sich  somit,  daß  w  einer  ausgezeichneten  pseudo- 
algebraischen Gleichmig  N-ten  Grades  genügt,  deren  Spitze  im 
Anfange  liegt.  Dieselbe  kann  aber  zerfallen,  indem  das  linker  Hand 
stehende  Pseudopolynom  aus  einer  Potenz  eines  irreduktibelen 
Pseudopolynoms  besteht.  Hiermit  ist  nun  der  erste  Satz  be- 
wiesen. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zum  Beweise  des  zweiten  Satzes  hin. 
Sei 

0{u„...,u„)  =  ^^^^^^^'<{, 

wo  G,  H  im  Anfange  teilerfremd  gegeneinander  (Kap.  2,  §  4) 
sind.   Dann  genügen  die  beiden  Funktionen 

U  =  G{u„...,u,),         V^H{u,.....u„) 
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nach  dem  soeben  bewiesenen  zwei  Gleichungen  von  der  Form  (14): 

U^  +  Ä^{x^,  .  .  .,  x„)  CJp-i  +  .  .  .  -f  Ä^{x^,  .  .  .,  X,)  =  0, 

F«  +  B^{x^,  .  .  .,  x„)  F«-i  +  •  •  •  +  B,{x^,  .  .  .,  x„)  =  0. 

Fügt  man  noch  die   Gleichmig 

w=y,  wV-U  =  0 

hinzu,  so  ergibt  sich  zunächst  aus  der  Algebra,  daß  w  einer 
Gleichung 

(15)  C'q{x„  .  .  .,  x^)iv'''  +  C[{x„  .  .  .,  rrjw;''-!  + 

...^C',{x„  ...,  x^)  =  0 

genügt,  wo  C'j.{Xi,  .  .  .,  a;„)  im  Anfange  analytisch  ist  und 
C',{x„...,x„)^0,  Co(0,...,0)  =  0. 

Diese    Gleichung   kann   aber   zerfallen.    Setzt    man   nämlich 

to'  =  CqIü, 
so   wird 

c'/-''[c'qiü''  +  Cjiü''-!  + . . .  +  c;{  ^  w'''  +  r,iü''-^  +  •  •  •  +  r,-, 

wo  Fiix-^^,  .  .  .,  Xn)  sich  im  Anfange  analytisch  verhält.  Letzteres 
Polynom  zerfällt  in  irreduktibele  Faktoren,  welche  ausgezeichnete 
Pseudopolynome  mit  irgendwelchen  Spitzen  sind.^)  Und  nun  führt 
jeder  dieser  Faktoren  auf  eine  Gleichung  von  der  Gestalt  (15) 
wieder  zurück.  Eine  dieser  Gleichungen  gibt  somit  die  gewünschte 
Beziehung  (14)  ab,  und  hiermit  ist  der  Beweis  fertig. 

§  20.  Von  der  Abbildung  vermöge  der  Funktionen  (pi{Ui,  ....  u„). 

Es   handelt   sich  um   die   Abbildung   des  Periodenparallelotops 

auf  den  (a;)-Raum  der  Funktionentheorie  vermöge  der  Funk- 
tionen 

(A)  Xi  =  (pi{u^,  .  .  .,Un),  i=  1,  .  .  .,n, 


wo 


^(«1  +  «1 .  •  •  •  >  "n  +  «n)  ^0^1  +  ßi'  •  •  -.  Hfi-h  ßn) 
^k  +  ßk=  ^k  +  ß'k^  /C=  1,    .   .  ..   W, 


1)  Wegen     der     analytischen     bzw.     algebraischen     Reduktibilität     vgl. 
Kap.  2,    §  7. 
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und  die  Konstanten  noch  folgenden  Bedingungen  unterworfen 
sind.  Vor  allem  soll  (p{ui,  .  .  .,  u„)  2n-facli  periodisch  sein,  was 
ja  nach  §  12  erzielt  werden  kann.  Sodann  sollen  die  /^'^  so  ge- 
wählt werden,  daß 

d{<pi,  ...,(pn) 


a  («1 , . . . ,  M„) 


^0; 


vgl.  den  2.  Satz  von  §  2.  Endlich  soll  das  Gebilde  (präziser  ge- 
sagt, jedes  irreduktibele   Stück  davon) 

(1)  ö'i (%'•••' '^n)  =  0,         G,-(Wi,  .  .  .,  w„)  =  0, 

wo  i  irgendwelche  /j,  der  Werte  1,  .  .  .,n  (1  ^  ^  ^  |w)  durch- 
läuft, stets  von  der  geringstmöglichen  Stufe  ausfallen.  Daß  dies 
in  der  Tat  zu  erreichen  ist,  geht  daraus  hervor,  daß  die  Punkte 
(h^^^)  durch  die  vorhergehenden  Bedingungen  nicht  eindeutig  fest- 
gelegt werden,  vielmehr  kann  jeder  Punkt  {U^'>)  in  einem  gewissen 
Bereiche  oder  Nachbarschaft  willkürlich  angenommen  werden.  Ist 
beispielsweise  &  ein  irreduktibeles  Stück  des  den  Werten  /^  =  1 , 
i  —  1  entsprechenden  Gebildes,  so  kann  man  {U^^)  so  wählen, 
daß  (/2  und  ebenso  Gg  nicht  in  jedem  Punkte  von  ©  verschwin- 
det; usw. 

Die  Unhestimmtheitsstellen  des  {x)- Baumes.  Jetzt  liegen  die 
Punkte  des  (a;)- Baumes,  welche  als  Unbestimmtheitsstellen  der 
Transformation  auftreten,  auf  Gebilden,  welche  wir  den  Ent- 
wickelungen  von  §  19  zufolge  vollständig  überschauen.  Ziehen  wir 
zunächst  die  n  Gebilde  (1)  einzeln  in  Betracht,  wo  i  sukzessive 
die  Werte  1,...,  n  annimmt.  Sei  Q3„_2  eines  davon i),  welches 
etwa  dem  Werte  i  =  n  entspricht.  Durch  die  ersten  n  —  1 
Gleichungen  (A)  wird  im  Kaume  der  (a-j,  .  .  .,  x„_i)  ein  Gebilde 
definiert,  indem  man  x^  an  ®„_2  betrachtet.  Ein  Teil  davon 
setzt  sich  aus  kanonischen  Flächenstücken  {n  —  2)  -  ter  (oder 
denkbarerweise  niederer)  Stufe  zusammen.  Ist  nämlich  (w°)  ein 
Punkt    von    @„_2,    welcher    auf    keinem    anderen    dieser    Gebilde 


1)  Wir  gebrauchen  hier  den  großen  Buchstaben  &,  weil  das  Gebilde  g 
im  großen  betrachtet  wird. 

Es  sei  an  dieser  Stelle  ein  für  allemal  bemerkt,  daß  diese  Gebilde  & 
periodisch  wird.  Ein  erzeugendes  Element  davon  besteht  aus  dem  im  Paral- 
lelotope  befindlichen  Teil.  Da  dieses  Stück  in  einem  abgeschlossenen  Räume 
liegt  und  da  die  Abbildung  im  Kleinen  durch  die  Ergebnisse  von  §  19  be- 
herrscht wird,  so  erkennt  man,  daß  das  ganze  Stück  mit  einer  endlichen 
Anzahl  von  Mannigfaltigkeiten  9JJ  überdeckt  werden  kann. 
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liegt,  so  geben  die  Entwickelungen  von  §  19  genau  an,  wie  sich 
das  Abbild  der  Umgebung  von  (w")  im  (%,...,  ic„  _  i)  -  Eaume 
ausnimmt.  Ist  insbesondere  [u')  eine  gewöhnliche  Stelle  der  Um- 
gebung von  (w"),  so  wird  die  Umgebung  von  {u')  auf  eine  Man- 
nigfaltigkeit W  des  (ari,  .  .  .,  rr„  _  i)  -  Eaumes  bezogen,  welche 
durch  die  Formel  (12),  §  19,  genau  erklärt  wird.  Hier  ist 
^  ^  ?i  —  2,   und  jenes   n  hat   den  jetzigen   Wert   n  —  2,   also  ist 

0^r^^,e  —  2,  0^a^?i  —  3. 

Daraus  erkennt  man  nun,  daß  W  im  allgemeinen  aus  kanoni- 
schen Flächenstücken  m  höchstens  von  der  Stufe  n  —  2  be- 
steht, w^elche  sich  an  Gebilden  331^(9;,)  häufen  können,  wo 
r  ^  n  —  4.  Die  entsprechenden  Zylinderflächen  im  {x^,  .  .  .,  x^- 
Eaume,  wobei  nun  0  ^  |x„|  ^cxd,  lassen  sich  hiermit  vollständig 
überschauen. 

Jetzt  sieht  man,  wie  man  systematisch  vorzugehen  hat,  um 
alle  Unbestimmtheitsstellen  des  (a:;)-Eaumes  auszusondern.  Wir 
wollen  aber  am  anderen  Ende  anfangen,  indem  wir  mit  den  Ge- 
bilden niederster  Stufe  im  (w)-Eaume  beginnen.  Sei  n  =  2?/«.  zu- 
nächst gerade.  Dann  bestimmen  m  der  Gleichungen  (1)  (richten 
wir  unser  Augenmerk  zunächst  auf  die  ersten  m  derselben)  eine 
endliche  Anzahl  von  Punkten  {u)  =  (y)  des  Periodenparallelo- 
tops^)  9f?.  Des  weiteren  soll  in  einem  solchen  Punkte  (y)  kein 
weiteres  Paar  von  Gleichungen  (1)  erfüllt  sein.  Fassen  wir  nun 
die   Mannigfaltigkeit   w-ter    Stufe 

0  ^  iCa  ^  CO ,  oc  =  1 ,  .  .  .,  m: 

Xa  =  (Pa{yi,  ■  ■  ',yn)  «  =  ^''  +  1  ,  .  •  •  ,  W  , 

ins  Auge.  Indem  wir  dieselbe  mit  einem  beliebig  beschränkten 
Bereiche  S'q  umgeben,  können  wir  dann  eine  Nachbarschaft  ©„ 
von  (y)  derart  bestimmen,  daß  die  Bildpunkte  {x)  der  Punkte  {u) 
von  ©0  in  Sq  liegen.  Entfernen  wir  nun  S'o  aus  dem  Eaume  B 
der  {x)  (dies  ist  ja  der  Eaum  der  Funktionentheorie)  sowie  ©„ 
aus  dem  Parallelotop  9R,  so  entstehen  abgeschlossene  Eäume 
Bq  resp.   9f?o   derart,    daß,   wenn    {x)   in    Bq   liegt,   jeder   Bildpunkt 


1)  Denkbarerweise  fehlen  solche  Punkte  (y)  vollständig.  Dann  wird  die 
spätere  Schlußweise  dadurch  nur  vereinfacht. 


606  II.  '7-  Periodische  Funktionen 

(u)  in  9^  liegen  muß,  sofern  dem  Punkte  {x)  überhaupt  Bild- 
punkte  (u)   entsprechen. 

Allgemeiner  verstehen  wir  nun  unter  Bq,  9^o  die  Bereiche, 
welche  entstehen,  indem  man  gleichzeitig  jeden  Punkt  (y)  bei 
jeder  Auswahl  von  m  aus  den  n  Gleichungen  (1)  gerade  so 
behandelt.   Sei    läJiml    die   Gesamtheit  der  bewußten   Gebilde. 

Gehen  wir  jetzt  weiter  und  ziehen  wir  je  m  —  1  der  Glei- 
chungen (1)  heran.  Sei  ©2  irgendeines  der  zugehörigen  Gebilde, 
etwa  insbesondere  das  den  ersten  m  —  1  Gleichungen  entspre- 
chende. Fassen  wir  nun  die  Mannigfaltigkeit   (m  +  l)-ter  Stufe ^): 

{     0<a;„<oo,  a  =  l,...,w  —  1: 

'.     Xa  =  (fai^i,   .  .  .,  Uj,  a  =7)1,  .  .  .,71, 

ins  Auge,  wobei  x^,  <x  =  m,  .  ,  .,  ?i,  an  (^^  betrachtet  wird.  An 
jeder  in  'Sio  belegenen  Stelle  {u')  von  ©2  bleibt  9?^  resp.  1/9?«, 
a  =  m ,  .  .  . ,  71 ,  stetig.  Mithin  wird  das  Abbild  der  Umgebung 
von  [u]  vermöge  der  Resultate  des  Stanford -Vortrags,  §  19, 
geliefert,  und  da  nun  Bq  abgeschlossen  ist,  so  läßt  sich  der  in 
Bq  belegene  Teil  von  W,n+i  mit  einer  endlichen  Anzahl  solcher 
Abbilder  völlig  überdecken.  Diesen  Teil  von  9)^ni.+  i  umgeben  wir 
nun  mit  einem  beliebig  beschränkten  Bereiche  und  bezeichnen  den- 
selben, wozu  wir  noch  Sq  hinzufügen  wollen,  mit  S^.  Dann  läßt 
sich  der  in  9^  belegene  Teil  von  ©g  in  einem  Bereiche  (B[  ein- 
betten, derart  daß  jeder  Bildpunkt  eines  Punktes  von  ©^  in  S^ 
liegt.    Sei  (S^  =  ©„  +  (B[. 

Allgemeiner  soll  nun  jede  Auswahl  von  vi  —  1  aus  den  n 
Gleichungen  (1)  gleichzeitig  ebenso  behandelt  und  die  Gesamt- 
heit der  also   entstehenden  Wim  + 1  mit   |  Wm  + 1 }    bezeichnet  werden. 

Das  Verfahren  wird  fortgesetzt.  Der  fe-te  Schritt  führt  zu 
Bereichen   B^,   9?^  und   Mannigfaltigkeiten 

welch  letztere  resp.  in  den  Bereichen  S^,  ©^  eingebettet  werden. 
Und  das  Verfahren  schließt,  wenn  die  Gleichungen  (1)  in  ein- 
zelnen Paaren  genommen  werden  (wie  bei  der  zu  Anfang  vorauf- 
geschickten Betrachtung  des  näheren  besprochen  worden  ist). 
Dann     wird     ©g  k     zu     einem     65«  -  2  >     ^Iso    wird    2  fc  =  2  7H  —  2 , 

k  =  Vl-l,        mm^,=   ^n-l- 

1)  Denkbar  wäre  es  ja,  daß  die  Stufe  kleiner  als  m  -\-  1  ausfiele.  Da- 
durrli  wird  aber  die  Schlußweise  keineswegs  beeinträchtigt. 
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War  n  ungerade,  ?i  =  2m  +  1 ,  so  tritt  bloß  ein  Gebilde 
%2k-\  ^^  Stelle  des  früheren  @2 k •  Die  Gebilde  Wm  +  k  erfolgen, 
wie  zuvor,  nur  durchlief  k  früher  die  Werte  fc  =  0,l,...,w  —  1, 
während  jetzt  /»;  =  1 ,  2,  .  .  ,,  ?/i,  und  darum  wird  das  wesentliche 
an  der  früheren   Schlußweise  keiner  Modifikation  unterworfen. 

Jetzt  sind  wir  in  der  Lage,  das  Abbild  des  Periodenparallelo- 
tops  näher  zu  bestimmen.  Wir  wollen  dies  an  der  Hand  einer 
darauf  periodischen  bzw.  algebraischen  Funktion  erläutern. 

Die  Funktion  99 (%,...,  w^).   Sei 

(2)  y  ^(p{u^,  .  .  .,  w„) 

'^i  +  ßi  =  '^'i  +  ßl  i  =  l.  ...,n, 

wobei  die  oci,  .  .  .,  ß^  mit  den  früheren  a^,  .  .  .,  ß'^  nichts  zu  tun 
haben  und  der  Einfachheit  halber  so  gewählt  werden,  daß  das 
Gebilde 

(3)  gf(wi,  .  .  .,  w„)  =  0,  G(wi,  .  .  .,  w„)  =  0 

einen  Schnitt  der  niedersten  Stufe  mit  jedem  der  vorangehenden 
Gebilde  &2k  resp.  &2k-i  hat. 

Ist  {x^)  ein  Punkt  von  B„i_i,  dem  ein  Punkt  {u^)  von 
Sf^m-i  vermöge  der  Transformation  (A)  entspricht,  so  gibt  es  im 
abgeschlossenen  Bereiche  9?^  _  ^  nur  eine  endliche  Anzahl  l  von 
Punkten  (w),  welche  denselben  Punkt  {x)  =  {x^)  liefern.  Sollte 
insbesondere  die  Umgebung  eines  dieser  Punkte  (u)  auf  die  mehr- 
blättrige Umgebung  eines  kanonischen  Yolumenelements  des  [x)- 
Eaumes  bezogen  sein,  so  wird  die  modifizierte  Anzahl  der  Bild- 
punkte in  naheliegender  Weise  erklärt. 

Wir  wählen  99 (%,...,  w„)  fernerhin  so,  daß  diese  Funktion 
in  den  l  getrennten,  einem  einzigen  nicht-spezialisierten  Punkte 
(x°)  entsprechenden  Punkten  (w*),  /c  =  1,  .  .  .,  Z,  lauter  ver- 
schiedene Werte  annimmt.  Daß  dies  in  der  Tat  angeht,  sieht 
man,  wie  folgt,  ein.  Sei  9'(%,  .  .  .,  Wn)  eine  beliebige  Funktion,  die 
zum  Periodenparallelotop  9t  gehört,  und  seien  (a^*^),  k  =  \ ,.  .  .,1, 
beliebige  l  Punkte  von  9?. 

Seien  nun  {a')  =  (a)  und  (a")  =  (6)  zwei  der  vorgelegten 
Punkte,   und   sei   {v)   ein   willkürlicher   Punkt.    Sei 
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Sollte  nun 

^(ai,  .  .  .,  a„)  =  ip{h^,  .  .  .,  b„) 
sein,   so   müßte 

(p{i\  +  tti,  .  .  .,  u„  +  a„)  =  (p{vj_  +  &i,  .  .  .,  u„  +  b„), 

d.  h.  indem  man 

^'fc  +  fefc  =  w& 
setzt, 

(p{lVj^  +  «1  —  &!,••  •,  «?„  +  «„  —  &„)  =  9?(Wi,  .  .  .,  Wn) 

sein.  Das  ist  aber  keine  Identität  in  {w),  sonst  wäre  (a)  —  (&)  eine 
Periode  von  97.  Man  kann  also  einen  Punkt  (v)  finden  derart, 
daß  9?  sich  sowohl  in  (a  +  v)  als  in  (b  +  v)  analytisch  verhält 
und  außerdem  dort  verschiedene  Werte  annimmt.  Dasselbe  gilt 
auch   von   jedem   Punkte    {v)    einer   gewissen   Umgebung   von    {v). 

Jetzt  zieht  man  noch  einen  dritten  Punkt  (a'")  =  (c)  heran 
und  wendet  das  soeben  erhaltene  Kesultat  auf  jedes  der  beiden 
Paare   (a),    (c)   und    (&),    (c)    an,   usw. 

Sei 


Dann  ist 
wobei 


J  =  D[G,     .     .     .     G^}-\ 


D{ui,  .  .  .,  w„)  = 


dgn  dG„  ^    dfin  dG„ 


Sei   (w')  eine  in  9f{,„  _  1  belegene  Wurzel  von  D,  und  sei 

wobei  Dfc  in  («')  irreduktibel  ist.  Die  Punkte  von  9?m-i>  worin 
eüi  Gebilde  D^  =  0  eine  singulare  Stelle  hat,  sowie  diejenigen, 
worin  zwei  derartige  Gebilde  sich  schneiden,  geben  ein  oder  meh- 
rere, an  der  Zahl  jedenfalls  endliche   Gebilde    {§„_2)    ab. 

Das  Abbild  von  {§„_,}  ist  eine  Mamiigfaltigkeit  9i„_2 
höchstens  von  der  (?i— 2)-ten  Stufe,  welche  nach  den  Ent- 
wickelungen  von  §  19  vollständig  beherrscht  wird.  Zu  den 
Gebilden  9'?r.  -  2  werden  noch  solche  gezählt,  welche  einem  zu 
Fall    II,    S.  143    führenden   Gebilde   D*  =  0    entsprechen. 
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Kehren  wir  nun  zur  Zahl  l  zurück!  Dieselbe  ist  in  allen 
Punkten  von  -R^  _  i  bis  auf  die  Punkte  von  '^„-2  eindeutig 
erklärt  und  ändert  sich  dort  stetig,  womit  sie  sich  dann  als 
konstant  erweist.  In  den  Punkten  von  9^„_2  darf  ihr  noch  der- 
selbe Wert  l  zugesprochen  werden,  ^vie  aus  den  nachfolgenden 
Entwickelungen  noch  hervorgeht. 

Jetzt  werde  die  Funktion 

y=  9'K»  •  •  ■>  u„) 

auf   den   Bereich    Rm-i   verpflanzt: 

y  =  co{xi,  .  .  .,  x„), 
wo 

oj{x^,  .  .  .,  x„)  =  (p{ih,  .  .  .,  u„). 

Dann  ist  co  vor  allem  Z- deutig  und  im  allgemeinen  analytisch 
resp.  meromorph.  Wir  wollen  die  symmetrischen  Funktionen  auf- 
stellen : 

(4)  yl  +  y2  +  --'  +  vi  =  ^s{^i>  ■  ■  ■>  ^n)- 

Diese  sind  eindeutig  und  im  allgemeinen  analytisch  resp.  mero- 
morph in  Rm-i'  Aber  auch  die  Ausnahmestellen  in  i?^_i  er- 
weisen sich  nur  als  hebbare  Unstetigkeiten,  so  daß  also 
Xg{Xi,  .  .  .,  Xn)  meromorph  in  -R^-x  ausfällt.  Sei  nämlich  (x') 
ein  Punkt  von  Rm-i,  der  nicht  auf  9^„_o  liegt,  und  sei  {u') 
ein  Bildpunkt  davon  in  'tRm-i-  Dann  wird  die  Umgebung  von 
(u')  auf  ein  kanonisches  Volumenelement  m„  um  {x')  bezogen. 
Vermöge  einer  regulären  Transformation  der  {u)  einerseits  sowie 
einer  ebensolchen  der  (rc)  andererseits  wird  die  neue  Abbildung 
durch    die   Formel   ausgedrückt: 

Dabei  geht  99 (%,...,  w„)  in 

^(»^ ^")  =  fc^ 

über,  und  die  betreffende  Teilsumme  aus  (4)  nimmt  die  Ge- 
stalt an: 


27ti 
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Daß  nunmehr  diese  Summe  sich  im  Punkte  (z)  =  (0)  meromorph 
verhält,  erhellt  ja  sofort,  sowie  man  dieselbe  auf  einen  gemein- 
samen Nenner  bringt. 

Hiermit  reduzieren  sich  die  Ausnahmepunkte  von  Rm-i  auf 
die  Punkte  von  ^„  _  g,  und  diese  erweisen  sich  wieder  auf  Grund 
der  Entwickelungen  von  §  19  als  hebbare  Unstetigkeiten,  Kap.  3, 
§  3,  §  15. 

Jetzt  schreiten  wir  zu  den  Punkten  von  Wl„  _  i ,  welche  in 
Rm-2  liegen.  Ein  solcher  entsteht,  wenn  (u)  =  {u')  auf  einem, 
aber  nur  auf  einem  der  Gebilde  (1),  etwa  i=n,  liegt  und 
x^  =  x'n  behebig  ist.  Liegt  {u')  nicht  am  Gebilde  (3),  so  bleibt 
y  resp.  1/?/  endlich  im  Punkte  {x'),  und  solche  Punkte  bieten 
der  früheren  Behandlungsweise  keine  Schwierigkeit  dar  —  die 
Funktionen  Xs{x-i_,  .  .  .,  ic„)  verhalten  sich  dort  nämlich  mero- 
morph. Es  bleiben  also  nur  noch  solche  Punkte  {x')  unerledigt, 
wofür  {u')  zugleich  einem  Gleichungspaare  (1),  sowie  auch  dem 
Gleichungspaare  (3)  genügt.  Solche  Punkte  {x')  liegen  aber  auf 
Mannigfaltigkeiten  höchstens  (n  — 4)-Stufe,  wie  sie  in  §19  des 
näheren  behandelt  worden  sind.  Darnach  verhält  sichX5(a:i,  .  .  .,  x„) 
meromorph  in  jedem  solchen  Punkte   {x'). 

Von  hier  ab  haben  wir  es  nur  mit  Ausnahmepunkten  {x') 
zu  tun,  welche  auf  Gebilden  niederer  Stufe  liegen,  wie  solche 
von  den  Entwickelungen  von  §  19  vollständig  beherrscht  werden, 
und  hiermit  ist  denn  der  Beweis  völlig  erbracht,  daß  die  Funktion 
Xs{xi,  .  .  .,  Xn)  eine  rationale  ist,  vgl.  Kap.  3,  §29.  Darnach  genügt 
7j   einer   irreduktibelen    algebraischen    Gleichung   l-ten   Grades: 

(5)        Aoixi,  .  .  .,  x^)if  +  .4i(a;i,  .  .  .,  x„)if-^  + 

•  •  .  +  Ai{x^,  .  .  .,  j„)  =  0. 

Wie  man  sieht,  deckt  sich  das  Abbild  des  Periodenparallelotops 
im  (a;)-Eaume  mit  der  der  Funktion  y  zugehörigen  Eiemami- 
schen  Fläche.  Von  hier  aus  kann  man  denn  im  vorliegenden 
Falle  die  Ausnahmemannigfaltigkeiten  9Jt,„  + 1.  des  näheren  unter- 
suchen. 

Eine  beliebige  'In -fach  periodische  Funktion  0(ni  ....  u„). 
Eine  solche  Funktion  geht  in  eine  Funktion 

Y  =  Ü{x^,  .  .  .,  .r„) 

über,  welche  am  Gebilde  (5)  eindeutig  und  im  allgemeinen 
meromorph   ist.   Man   bilde   nun   die    Summen 
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y{-^ü,  +  7jr'Ü,  +  .  • .  +  y'r'Qi  =  Bi. 

Dieselben  stellen  Funktionen  B^ix^,  .  .  .,  x„)  vor,  welche  sich 
zunächst  in  den  nicht  auf  9?„_2  liegenden  Punkten  von  B^-i 
meromorph  verhalten  und  darum  auch  ausnahmslos  im  Bereiche 
B„_i  meromorph   sind. 

Jetzt  schreitet  man  zu  den  Punkten  von  9)i„_i,  welche  im 
Bereiche  B^_2  liegen.  Die  Schlußweise  ist  auch  hier  ähnlich 
wie    vorhin     und    braucht     deshalb    nicht    wiederholt    zu    werden. 

Hiermit  ist  der  Beweis  in  allen  Einzelheiten  geführt  worden, 
daß  die  Funktion  Y  sich  rational  durch  y ,  x-^,  .  .  . ,  x^  ausdrücken 
läßt,  und  darum  ist 

0{v^,  .  .  .,  w„)  =  B{(p,  (pi,  .  .  .,  (p„), 

wobei  R  eine  rationale  Funktion  der  w  +  1  Argumente  vor- 
stellt. Fassen   wir   das    Eesultat   in   einen    Satz   zusammen: 

Theorem.  Eine  heliehige  2n-fach  feriodische  Funktion 
0  (% ,  .  .  . ,  w„)  läßt  sich  durch  w  +  1  geeignet  gewählte  2  7i  -  fach 
periodische  Funktionen   (p,  cp^,  .  .  .,  cpn  rational  ausdrücken: 

0{Ui,    .   .   .,   U„)  =    R{(p,   (pi,   .  .   .,  (pn). 

§  21.  Von  den  Bedingungsgleicliungen  zwischen  den  Perioden. 

Sei  (p{iii,  .  .  .,  w„)  eine  2n-fach  periodische  Funktion  mit  dem 
primitiven  Periodenschema 


(A) 


Dann   kann    man    nach    §  12   n   Funktionen 

(1)  (Pii'^i'  .  .  .,  u„),  .  .  .,  (pn{ui,  •  .  .,  u„) 

finden,  welche  ebenfalls  2 w- fach  periodisch  sind  und  zu  dem- 
selben Periodenschema  gehören,  und  wofür  außerdem  die  Jacobi- 
sche Determinante 

(2)  «(«■'■•-"»)- li-irtTrii 


Wi 

Wil    . 

.    COi„ 

(^l,n  +  l    ■ 

•    0Ji2n 

Un 

Wnl   • 

•  w„„ 

f^n,n  +  l   • 

•    ^'^n,2n- 
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nicht    identisch    verschwindet.    Insbesondere    möge    (pa{ui,  •  •  •,  w„) 
im  Anfange  verschwinden,  dagegen  soll  D  (0 ,  .  .  . ,  0)  =H  0. 
Wir   setzen   nun   mit   Weierstraß^) 

[    (pi{Ui,  .  .  .,  u^)  =  JPi  {x) , 
(B)  

[     (pn  («1 ,    .  .   .,  Un)  =Fn{x), 

WO  Fi{x)  ein  Polynom  bedeutet  und  -^«(O)  =  0.  Dann  definieren 
diese  n  Gleichungen  offenbar  in  der  Nähe  des  Anfangs  ein  Ele- 
ment eines  analytischen  Gebildes  1-ter  Stufe  im  Eaume  der 
w  +  1   Veränderlichen  Ui,  .  .  .,  m„,  x: 

(4)  Wi  =  y)i{x),  .  .  .,  w„  =  y)n{x), 

wobei  also  ipi  {x)  sich  im  Punkte  x  =  0  analytisch  verhält  und 
dort  verschwindet. 

Des  weiteren  können  die  Fi{x)  als  Polynome  höchstens  vom 
w-ten  Grade  so  angenommen  werden,  daß  die  ipi{x)  linear  un- 
abhängig voneinander  sind.  Zur  Bestimmung  der  Ableitungen 
dUijdx  hat    man   nämlich   das    Gleichungssystem 


(5) 


a«,    dx    "^  ^  dUr,    dx     -  -^  1  W: 

du^  dx'^  ^  du„  dx  «^^ 


Setzt  man  hier  x  =  0,  so  erhellt,  daß  man  durch  geeignete 
Wahl  von  F[{0),  den  Größen  (^-j  behebige  Werte  zukommen 
lassen  kann.  In  der  Tat  liefern  die  vorstehenden  Gleichungen,  in- 
dem   man    linker   Hand    die    betreffenden    Werte    i,j     einträgt, 

notwendige  Bedingungen  für  F^  (0) ;  und  da  anderseits  das 
Gleichungssystem  nur  eine  einzige  Lösung  besitzt,  so  sind  diese 
Bedingungen  auch  hinreichend. 

Durch  nochmalige  Differentiation  kommt 

^^      du,  dx^  ~^  ^  du„   dx^        ^i  ,r'i^".-5"i  ^^  ^^^        "^aW. 

<x  =  1,  .  .  .,  n. 


1)  Werke,  3,  S.  73. 
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Setzt   man  hier   x  —  0,   so   genügt   das    Gleichungssystem   zur  ein- 
deutigen  Bestimmung  von 


Hier  kann  man  wieder  die  F'-{0)  so  wählen,  daß  die  Größen 
iirv)  beliebig  ausfallen.  Fährt  man  so  fort,  so  erkennt  man, 
daß  die  ersten  n  Ableitungen  der  Funktionen  Ui{x)  durch  ge- 
eignete Wahl  der  n^  Größen  Fj*^(0),  i,  j  =  1 ,  .  .  .,  7i,  beliebige 
Werte  im  Anfang  erhalten  können. 

Wären  nun  die  ^^(a;)  linear  abhängig: 

Cini^)   +    •   •   •   +   Cr,fn{x)   =   C, 

so   müßten   auch   die    Gleichungen 


(7) 


CiV'i'(O)  + 


ci#>(0)  +  ---  +  c,#(0)  =  0 


bestehen.    Da    braucht   man   denn    die   ifj{0)   nur    so   zu   wählen, 
daß 


(8) 


Vi(0) 

v;'(o) 


^«(0) 
£{0) 


yr(0) 


vr(o) 


+  0, 


und  hiermit  ist  der  Beweis  geliefert. 

Das  Gebilde  im  großen.  Als  die  Funktionen  (pj^{ui,...,  w„) 
nehmen  wir  nun  insbesondere  die  Funktionen  (A),  §  20.  Des 
weiteren  lassen  sich  die  Polynome  Fjc{x)  noch  so  wählen,  daß 
der  Punkt  a;  =  0  auf  l  getrennte  Punkte  des  Periodenparallelo- 
tops  %  abgebildet  wird.  Darnach  besteht  die  Lösung  des  Glei- 
chungssystems (3)  in  der  Nähe  der  Stelle  x  =  0  aus  l  Funktionen- 
systemen : 

(9)  %=  Afc(a;),  k=  1,  .  .  .,n. 
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wobei  Afc(a;)  sich  analytisch  im  Anfange  verhält  und  (w)  üi  S! 
liegt,  nebst   den   weiteren  Funktionen 

(10)  ü^^A^{x)  +  m„  fc  =  l,...,  w, 

wo  (w)  eine  beliebige  Periode  der  Funktionen  (pa{ui,  -  .  .,  w„)  be- 
deutet. 

Indem  man  die  Funktionselemente  (9)  analytisch  fortsetzt, 
genügen  sie  durchweg  den   Gleichungen 

(11)  g^{ui,  .  .  .,  u„)  —Fj,{x)Gk{ui,  .  .  .,  u„)  =  0. 

Aus  dem  zweiten  Weierstraßschen  Satze,  Kap.  2,  §  17,  ergibt 
sich  nun,  daß  sich  keine  anderen  singulären  Stellen  als  nur  Ver- 
zweigungspunkte endlicher  Ordnung  einstellen,  denn  die  Lösung 
des  Gleichungssystems  (3)  in  der  Nähe  einer  beliebigen  Stelle  x—  Xq 
der  erweiterten  a;-Ebene  liefert  ja  insbesondere  eine  endliche 
Anzahl  von  Funktionensystemen  (9),  wobei  nun  ^k{x)  im  Punkte 
Xq  einen  derartigen  Verzweigungspunkt  haben  kann  und  (w)  in 
%  liegt  —  solcher  getrennten  oder  zusammenfallenden  Punkte  gibt 
es  genau  l  an  der  Zahl  —  nebst  den  weiteren  Punkten  {U), 
wo   Uk  durch   (10)  gegeben  wird. 

In  der  Tat  ziehe  man  das  in  §  20  untersuchte  Abbild  T 
von  %  auf  den  Z-fach  überdeckten  Eiemannschen  (?/)-Eaum  der 
Funktionentheorie   in  Betracht,  wo 

(12)  ya  =  (Pa{ui.  .  .  .,  u„),  a  =  l,...,n. 

Die  Punkte  von  T,  deren  Umgebung  nicht  umkehrbar  eindeutig 
auf  einen  entsprechenden  Bereich  von  X  abgebildet  wird,  liegen 
ja  auf  lauter  Mannigfaltigkeiten  niederer  Stufe,  wie  SJJt  und  9'?„_2 
nebst   der  Verzweigungsfläche.   Fassen   wir  jetzt   die   Kurve 

©:  Va^Faix),  (x  =  \,  .  .  .,n, 

ins  Auge,  wobei  {y)  in  jedem  der  l  Blätter  markiert  werden 
soll.  Dieselbe  verläuft  im  allgemeinen  in  den  gewöhnlichen  Punk- 
ten von  T,  und  wird  somit  auf  eine  Z-blättrige  über  der  x-Ebene 
ausgebreitete  Eiemannsche  Fläche  F  abgebildet.  Nun  trifft 
©  aber  jene  Ausnah memannigfaltigkeiten  nur  in  einer  endlichen 
Anzahl  von  Punkten,  welche  demi  auch  zu  einer  endlichen  An- 
zahl singulärer  Pmikte  von  F  Anlaß  geben.  Jetzt  erkennt  man 
sofort,    daß    jeder   Ausnahmepunkt   von  F  entweder    ein   Pol  oder 
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ein  Windungspunkt  endlicher  Ordnung  (oder  auch  beides)  für  die 
Funktion   ya  ist. 

Vermöge  der  Transformation  (12)  werden  nun  ?i  Funktionen 
Ua  auf  F  definiert.  Diese  verhalten  sich  stetig  auf  F  und  sind 
außerdem  in  den  gewöhnlichen  Punkten  von  F  analytisch.  Legt 
man  eine  kanonische  Zerschneidung  von  F  zu  Grunde,  wodurch 
eine  aufgeschnittene  Fläche  F  entsteht,  und  versteht  man  unter 
Ua  schlechtweg  einen  eindeutigen  Zweig  dieser  Funktion  im  Be- 
reiche F,  so  werden  die  sämtlichen  weiteren  Werte  Ua  der 
Funktion  Ua  durch  die  Formel  gegeben: 

Ua  =Ua+  Oia, 

WO  (w)  den  ganzen  Vorrat  von  Perioden  der  Funktionen 
9?a(wi,  .  .  .,  Un)   durchläuft. 

Daraus  geht  hervor,  daß  jede  Funktion  Ua  ein  Abelsches 
Integral  erster  Gattung  ist,  und  zwar  sind  die  n  Funktionen  Ua 
nach   dem  früheren  linear  voneinander  unabhängig.^) 

Der  kanonisch  zerschnittenen  Eiemannschen  Fläche  F  ent- 
spreche das  Periodenschema 


(B) 


Greifen   wir   ein   behebiges    System   dieser   Periodizitätsmoduln 
heraus : 

SO  wird 

wobei  die  Cj  zunächst  reelle  Zahlen  bedeuten.  Diese  müssen 
außerdem  rational  sein.  Wüi'de  nämlich  c,  irrational  ausfallen,  so 
müßten  die  Punkte  {mü)  —  {ynüi,  .  .  .,  mü,i),  w  =  1,  2,  .  .  .,  zu 
unendlich  vielen  reduzierten  Punkten  von  %  führen.  Da  die 
Differenz  zweier  solchen  Punkte  {m  ü)  —  {m'Q)  =  (Ü)  wieder  ein 
Periodizitätsmodul  der  Integrale  u^  vorstellt,  so  häufen  sich  diese 


^x       • 

•   Äp 

B^          . 

•        Bp 

Wi 

^11   • 

'       ^xr> 

•*^i,j)  +  i 

^^\,2V 

w„ 

^«1  •   • 

•         ßn. 

^'^n ,  p  +  \ 

^•^n ,  2  p 

1)    Denkbar   wäre    es   ja,    daß   F  zerfällt.    Dann    greifen   wir    dasjenige 
Stück   davon   heraus,    dem   der   Punkt   (u)  =  (0)   entspricht. 
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Punkte  in  der  Nähe  des  Anfangs.   Dann  würden  die   Gleichungen 
(3)   die  Lösung  zulassen: 

wo   X  in   der   Nähe   von   x  =  0   bleibt.    Insbesondere   ergäben   sich 
für  X  =  0  die   Gleichungen 


cp^iQ,,  ....ß„)  =  F„(0). 

Nun    lassen    aber    die    Gleichungen    (12),    wo     (y)    in    der    Nähe 
von    (0)    liegt,    nur    eine    einzige    in    der  Nähe    von    (0)    belegene 
Lösung    (4)    zu.    Hiermit    sind     wir     zu    einem    Widerspruch    ge- 
führt worden. 
Indem  wir 

2n  2n 

1  =  1  i  =  1 

/  =  l,...,7i:        «  =  l,...,p, 

setzen,  werde  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Nermer  der 
c^j.,  a  =  1,  .  .  .,  p;  i=  1,  .  .  .,  2^1,  mit  C  und  ebenso  das- 
jenige der  Cp^a   iT^it   C"   bezeichnet.   Dann  wird 


2n  ,       2n 

i=l 


(13)  ß;„  —  -pf   ^   ^at^^/t'  ^•^/.,p  +  a  —   Qi  ^   "p  +  a,  i^/.t> 


wobei  nun  die  a^i,    (ip+a,i  ganze  Zahlen  sind. 

§  22.   Von    der  Reduktion   einer    alternierenden   bilinearen   Form 
auf  eine  Normalform. 

Es  handelt  sich  um  den  Beweis  folgenden  Satzes^): 

Satz.    Vorgelegt   sei   eine   hilineare   Form 

(1)  A  =  ^üiiyX^jy^.,  ß,y=  1  .  .  .,n, 

wobei    n    eine    gerade    Zahl,    die    Koeffizienten    a^y    ganzzahlig    und 
nicht  särntlich  gleich  0  sind,  und  außerdem 

1)  Fr  oben  ins,  Jmirn.  für  Math.  86  (1879)  S.  146. 
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Alsdann  läßt  sich  A  vermöge  unimodulärer  kogredienter  Substitu- 
tionen 

(2)  ,       .  .  k  =  l,  .  ,  .,  n, 
2/i  =  ^-Äi^iH f-^-i«!/«. 

103   Xij  eine  ganze  Zahl  bedeutet  und 

I  ^ij  I  =   ^  in   ■^'11  •   •   •  ^-nn  ^    1  > 

auf  die  Form  bringen: 

o 

(3)  A  =  ^ d..{xL_^y2..  -  xl.ij',,._{) ,  Q^^, 

WO  dy  eine  natürliche  Zahl  und  dy  ^  ^  durch  dy  teilbar  ist. 

Der   Beweis   beruht    auf   zwei   Hilfssätzen. 

1.  Hilfssatz.  Ist  fi  der  größte  gemeinsame  Teiler  der  Koeffi- 
zienten aoy,  so  lassen  sich  die  x^j,  ijy  ganzzahlig  so  annehmen, 
daß 

2o-ßyXßyy=  fiN 

wird,  wo  N  eine  beliebige  Zahl  bedeutet. 

Es  genügt  offenbar  den  Beweis  für  den  Fall  zu  führen,  daß 
/i  =  A^  =  1    ist.    Sei  zunächst 

tti,  .  .  . ,  a,n 

eine  Eeihe  von  Zahlen,  deren  größter  gemeinsamer  Teiler  die  1 
ist.  Dann  lassen  sich  bekanntlich  weitere  m  Zahlen  A^,  .  .  .,  A^ 
so  wählen,   daß 

.^lOi  +  •  •  •  -F  A^a^  =  1 
ist. 

Wir  betrachten  jetzt  zwei   Reihen  von  Zahlen, 

(4)  {"; :»■ 

[  bi,  .  .  .,  bm, 

derart,   daß   der  größte  gemeinsame   Teiler  aller  •2?i   Zahlen   die    1 

ist.    Dann    lassen    sich    zwei    Zahlen   x,  ij   so   bestimmen,   daß   die 

m  Zahlen 

(5)  rcöi  ^  ?/&i,  .  .  .,  xa^  +  ybm 

teilerfremd  sind. 
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Der  Beweis  wird,  wie  folgt,  geführt.  Wir  nehmen  den  Fall 
vorweg,  daß  die  a^  (resp.  &i)  unter  sich  schon  relativ  teilerfremd 
sind,  da  man  hier  x=\,  y=0  (resp.  a;  =  0,  ?/ =  1)  setzen 
kann. 

Man    bilde   nmi    die   m   Zahlen 

ttil  +  fei,  .  .  .,  a^l  +  h^, 

wo    I   eine   natürliche    Zahl    bedeutet.    Haben   zwei    dieser   Zahlen 
einen   gemeinsamen   Teiler,   so   teilt   dieser  ja   auch   die   Zahl 


(6) 


Sei  nun  die  Matrix 

fei      feg 


=  hiüj 


hjtti. 


zunächst  vom  Kange  2.  Dann  gibt  es  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Primzahlen,  welche  die  sämtlichen  zweireihigen  Determinanten 
aus  der  Matrix  teilen  und  somit  zur  Konkurrenz  gelangen.  Diese 
sind  vor  allem  die  simultanen  Primteiler  der  a,-  sowie  diejenigen 
der  fej,  und  solche  kommen  ja  weiter  nicht  in  Betracht.  Sind 
noch   welche,   h^,  .  .  .,  hi,   übergeblieben,   so   setze   man 

X  =  /ij/io  .  .  .  hl. 

Sind  dagegen  weiter  keine  vorhanden,  so  genügt  es,  x  =  1  zu 
setzen.    Dann   erweisen   sich   die   Zahlen 

aj^x  +  fei,  •  .  .,  a^x  +  fe„, 

als  teilerfremd  gegeneinander. 

Ist   dagegen   die   Matrix   vom   Eange   1,    so    muß 


a^ju  =  fe.v, 


1 ,  . .  . ,  m, 


v/o  ju,  V  teilerfremd  gegeneinander  genommen  werden  dürfen.  Sei 
a,  b  der  größte  gemeinsame  Teiler  der  a,-  resp.  fe,-,  so  sind  a,  b 
auch   teilerfremd   gegeneinander.    Setzt   man 


a,-  =  a[a,  fe,  =  b[b, 
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SO  wird 

ju  =  jLi'b,  V  =  v'a, 

also 

a'i  f^'  =  b'i  V, 

woraus    sich    denn    ergibt,     daß    u'  =  v'  =1,    also    a^  =  h'^    ist. 
Darum  ist 

wo    Aj  =  a^=  h'i    und    die    X^,  .  .  .,  A„    relativ    teilerfremd    sind. 
Mithin   braucht   man   nur   x,  y   so   zu   wählen,    daß 

ax  -{-  hy  —  1 . 

Das   soeben   erhaltene  Resultat  läßt   sich   nun,   wie  folgt,   ver- 
allgemeinern.  Sind   die  7nn  Zahlen 

%1)     •  •  •)  ^nl 


teilerfremd,    so    lassen    sich    n    Zahlen    x^,  .  .  .,  Xn    so    bestimmen, 
daß  die  m  Zahlen 

öll  Xi  -\-  •  •  •  -\-  (li^^Xji 


^iTT. -^l  ~r    '   ■   •   ~r   (''nm'^n 


ebenfalls  teilerfremd  sind. 

Der  Beweis  erfolgt  durch  den  Schluß  von  n  auf  n  +  1. 
Der  Satz  gilt  ja  schon  für  n  =  2.  Gesetzt  also,  er  sei  richtig  für 
n  =  1 ,  2,  .  .  .,  n  —  1,  dann  soll  er  für  n  =  n  festgestellt  werden. 
Nach  Voraussetzung  können  wir  w^,  .  .  .,  m„_i  so  bestimmen,  daß 
die  w  Zahlen 

A^  =  «11  Wi  +  •  •  •  +  a„  _  1  _  1  w„  _  1 


%TO%   +     •    •    •    +    Ct„   _  i_   „jW„  _ 


als   größten   gemeinsamen   Teiler   den   größten   gemeinsamen   Teiler 
/  der 

a^,-,  'i=l,...,w  — 1,  j  =  \,  .  .  .,m, 
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haben,  sofern  diese  a^j  nicht  sämtHch  verschwinden  —  im  ausge- 
nommenen Falle  genügt  es  ja,  sämtliche  Xi  gleich  1  zu  setzen. 
Demnach  sind  die  2m   Zahlen 

"n !>•••>   " n  m 

teilerfremd,  und  nach  den  vorstehenden  Entwicklungen  kann  man 
also  zwei  Zahlen   x  und   y  so   bestimmen,   daß   die  m  Zahlen 

xA^  +  ?/a„i  ,  .  .  .,  xA^,  +  ya^^ 

teilerfremd  sind.   Setzt  man  also 

Xi=  xUi,  i=  1,  .  .  .,n  —  1,  Xn=  y, 

so  ist  hiermit  der  Beweis  erbracht. 

Kehren  wir  jetzt  zu  dem  zu  beweisenden  Hilfssatze  zurück 
und   betrachten  wir  die  Zahlen 

A  y  =  ü-iy  Xi  -\-   '  •  •  -f-  CljiY  "^n  • 

Nach  dem  soeben  bewiesenen  können  zunächst  die  x^,  .  .  .,  .r„ 
so  gewählt  werden,  daß  die  n  Zahlen  A^,  .  .  .,  A„  teilerfremd 
sind.  Darauf  können  n  Zahlen  y^,  ...,?/„  so  bestimmt  werden, 
daß 

ViA  + \-  Un  --^n  =  ^ 

ist  und  hiermit  ist  der  Beweis  völlig  erbracht. 

Verallgemeinerung.  Der  Satz  gilt  offenbar  auch  für  Formen, 
welche  in  jeder  beliebig  vieler  Variabelenreihen  linear  und  ho- 
mogen sind: 

^«v,rf^,^?/,2d.  ^(ißrö^^tiVr^ot,,       usw. 

Unimodulardeterminayüen.   Sei 

Pll        •        •        •        Plmll 

,  m<n, 

Vnl        '         •         •         Vnrn\: 
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eine  Matrix  ganzer  Zahlen  derart,  daß  die  w- reihigen  Determi- 
nanten daraus  teilerfremd  untereinander  sind.  Alsdami  lassen  sich 
n{n  —  w)  ganze  Zahlen  a^j  so   bestimmen,   daß   die   Determinante 


Pii 


Pnl 


Vi. 


a 


1,  m  +  l 


Pn, 


*n,  m  +  l 


wird. 

Setzt  man  nämlich  die  ajj  als  unabhängige  Variabelen  an 
und  entwickelt  man  die  vorstehende  Determinante  nach  dem 
Laplaceschen  Satze,  indem  man  die  ersten  m  und  die  letzten 
n  —  m  Kolomien  bevorzugt,  so  entsteht  eine  lineare  homogene 
Form   in  jeder   der   Varia belenreihen 


k  =  m  -{-  1 , 


.,  n, 


deren  Koeffizienten  aus  den  ??i -reihigen  Determinanten  jener 
Matrix  bestehen.  Aus  der  Verallgemeinerung  des  1,  Hilfssatzes 
geht  nun  die  Kichtigkeit   der  Behauptung  sofort  hervor. 

2.   Hilfssatz.    Ist   A  =  ^oLßyXßijy    eine    beliebige    bilineare 
Form,  so  stellt  die  Determinante 


dA 


dA. 


d_A 
«ifc 


d_A 
dxj, 


eine  von  Xj^,  iji,  .  .  .,  X/^,  y^  unabhängige  bilineare  Form  dar. 

Der  Beweis  erfolgt  sofort  auf  Grund  bekannter  Determinan- 
tensätze. Multipliziert  man  nämlich  die  {i  +  l)-te  Eeihe  {i  —  1 , 
.  .  .,  k)  mit  Xi  und  zieht  dieselbe  von  der  ersten  ab,  so  kommen 
Xi,  .  .  .,  x^  in  der  Determinante  nicht  mehr  vor.  Die  ursprüng- 
liche Determinante  hängt  also  auch  nicht  von  x^,  .  .  .,  x^  ab. 
Ebenso,  oder  auch  durch  die  Symmetrie,  beweist  man,  daß  die- 
selbe   nicht    von    yi,  .  .  .,  ijk   abhängt. 
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Endgültige  Ausführung  des  Beweises  des  Hauptsatzes.   Sei  nun- 


mehr 


(X,  ß=  \,  .  .  .,n, 

0   <  ^  I  «a  ^  I  , 


««/?=    —a 


ßai 


eine  beliebige  ganzzahlige  alternierende  Form,  und  sei  /^  der 
größte  gemeinsame  Teiler  ihrer  Koeffizienten.  Nach  dem  ersten 
Hilfssatze  lassen  sich  dann  2w  Zahlen  Xa^fia^  Vß—V^ß  ^o  be- 
stimmen, daß 

2aaßVlaV2ß=  h 

■wird.     BQeraus  folgt,  daß 


2    ^  iVlaV-lß  -  Vl,iV2a)   =    1 


ist,    woraus    denn   erhellt,    daß    die    2 -reihigen    Determinanten    der 
Matrix 

Pii      P21 

Pin      Pan 

keinen  gemeinsamen  Teiler  haben. 

Auf  Grund  der  vorausgehenden  Entwickelungen  kann  man 
nun  n(n  —  2)  weitere  Zahlen  p,j,  i=  S,  .  .  .,  n;  j  —  1,  .  .  .,  n, 
so  bestimmen,  daß 

^±Vn  .  .  .p„n=  1. 


Vermöge  der  kogredienten  Transformationen 

!/)t  =  Pu-//iH ^VnkV'n^ 

geht  A  Ifi  dann  in  eine  neue  alternierende  Form 

2  u   ^^"  ^'1  +  •  •  •  +  Vna O  (Pi,v  2/1  +  •  •  •  +  P«,^  ?/«) 

über,    wobei    nun   \^  =  1  =  —  lui ,     ^n  =  ^^22  —  0  • 


fc  =  l 


n. 


§ 

23.  V 

on  der  Normierung  der  Perioden 

tzt  man  jetzt 

H 

dH 

3y'i 

dH 
dy'i 

„        dH      dH 

5  2/1       dy» 

^  = 

BH 
dx[ 

hl 

hi 

= 

S    0      1 

dH 

dx'. 

hl 

hz 

S         1       0 

dx. 
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so  kommt 


rj  _dHdH       dHdH         . 
dxydy^        dx^difi 


WO  A-^  nur  noch  von  X3,  ^/g,  .  ,  .,  a:„,  ?/„  abhängt.  Führt  man 
weiterhin  neue  Variabelen  durch  die  unimodulare  Transformation 
ein: 


an 

9  2/1 

dH  r       .      j  r 

dji 

dx\ 


x'i  +  h2^'z  + 


^2  +  ^'13^3  + 


■  *  *  +  ''1  /l  ^71  =  ^2 ' 

— \-K2yn  =  yi' 

"rhnyn^yl^ 


n. 


^i  —  ^i  y 

so   ergibt   sich   endUch,    daß 

A=f^n  =  /i(<  yl—  xl  yl)  +  /i.4i, 

wo  Ai  eine  alternierende  Form  in  x'^,  ij^,  .  .  .,  x^,  yl^   ist. 

Durch    Wiederholmig    dieses    Verfahrens    erhält    man    scliheß- 
lich  die  in  Aussicht  genommene  Form. 
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Indem  wir  an   die  Formel   (13),    §  21,   anknüpfen; 
2n  2« 

(1)  ^,a-^:Sa^iCOH,  ^  -^^ 


t  =  1 


t  =  1 


;.  =  1,  .  .  .,  n, 

(X=  1,  .  .  .,  p, 

wobei  aai,  ttp^a,  i  ganze,    C ,  C   natürliche   Zahlen   sind,    und    fer- 
nerhin   die    bilinearen    Relationen,    Kap.  5,    §  24, 


(2) 


p 

a  =  l 


^(ß;..ß..p  +  «-ß;..p..^,„J=0 
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heranziehen,    so    kommt    bei    Unterdrückung    des    Faktors    1/CC": 

2n,  2n  p 

(3)  =        ^  ^  {(iui(^p  +  a,j  —  CI'p  +  a,i(ia})(^i.iO)^.j 

i=l,;  =  l      nr  =  l 

2n,  2/1 

=      ^c^,öJ/.,w,,j  =  0,  /, /i  =  1,  .  .  .,  n, 

i  =  1,  ?■  =  1 

wo   Cij  ganzzahhg  ist.  Letztere   Form   erweist   sich   nun   als   alter- 
nierend, da  Cij=  —  Cji  ist. 
Setzt  man 

^/.a  =  ^;., 2a-i  +  ^^/.,2a.  ^;.i  =  ^?;., 2i-i  +  ^  '/;.,  2i. 

so  folgt  aus  (1),  daß 

2« 

^'^;.,  2a-l  —  ^    ^aiV).,2i-l' 
i  =  l 

2» 


<^'D';..2a  =-2«.,-»?/.,2i. 
i  =  l 

2rt 

^'  ^/.,2p  +  2«-l  =  -^  S  +  «,  i'?;.,2i-l' 
i  =  l 

2n 


t=l 


und    es    ergibt    sich    also    aus    der     bekannten    Riemannschen 
Ungleichung 


(4)  0<^\C7;,2,--it^;..2p  +  2«-  C/;..2P-f2«-if^;.2a) 


p 

a  =  l 

folgende   Beziehung 
p 


^  <  2\[20'aiV,.Zi-l)   (  J-'«p +  .'.;•'?/..  2; 

2n 
-2'ap+a,i^?;.2i-l]   (^-Z«.,/^;.,2;jJ 


2n,  2n         p 
t  =],;•=  1  n  =  1 
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also  endlich 

2n,  2» 

(5)  0  <  ^Ci,-';;.,2i-l'/;,2r  /  =  1,    .  .  .,  ?l. 

1.  Hilfssatz.    Führt    man    eine    nicht- singulare    lineare    Trans- 
jormation 

(6)  

V    '^'^n  ^=  ^n  1  ^1  "r  '  *  •    r  ^n  n  '^n 

aus,  wobei  das   Periodenschema   (A),    §  21,   in 
(Ä) 


'^} 

COii     .      . 

•    t^m 

f'^  1,  71  -  1       • 

•     Wi   2n 

Vn 

«nl     . 

.    5T„„ 

^"i^n.n  +  l     • 

■     «„_  2  n 

übergeht,    so    bleiben   die    Relationen    (3),    (5)    invariant: 

In,  2n  2k,  2n 

^C^,-   W;.»^^«,-  =  0,  0  <  ^C,.^.  ?y;_2^-l"^/,2;■• 

i  =  1,  /  =  1  i  =  1_  j-  =  1 

Trägt  man  nämlich  in  den  Gleichungen  (6)  an  Stelle  von 
Ux  das  überall  endliche  Integral  Ui{x)  ein,  so  werden  durch 
diese  Gleichungen  n  neue  linear  unabhängige  Integrale  erster 
Gattung  ^1(0:),  .  .  .,  u„(a;)  definiert,  und  zwar  stellen  letztere  die 
Koordinaten    der    Punkte    des    Schnittes    derjenigen    Flächen 

(7)  -^^{y^,  .  .  .,  v^=F{x),  a=.l,...,n, 

dar,    in    welche    die    ursprünglichen    Flächen    (3),    §  21,    durch    die 
Transformation    (6)    übergeführt    werden.    Ist   also 


^1  . 

•     •      -4j, 

B,       .   . 

.          ß. 

(B) 

i\{x) 

-Ou    . 

.     .     ^1. 

^i,P.i   •   • 

•        ''^l,  2  p 

v^{x) 

ßnl     . 

.     .    Ür^v 

^-n,  jj  +  l     •     • 

•       ■^'^n,  2  p 

das   Periodenschema    der    neuen    Integrale,     so    müssen   auch    hier 
den  Relationen   (1)   entsprechende   Gleichungen  stattfinden: 

__  2n  2n 

i=l  t=l 
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Da  nun  nach   (6)   einerseits 


^'^na  ^nl^'^la     \     '  '  '     \      ^nn  ^"naf 


Oi  =  1,  .  .  .,  p    —    niit    ähnlichen    Eelationen,    wo    oc    durch    p  +  a 
ersetzt  wird   — ,  anderseits  aber 

oJii  =  £ii"ii  +  .  .  .  +  fim^ni, 


i—  1,  .  .  .,'2n  ist,   so   ergibt   sich,   daß 

•In  2n 

i  =  1  i  =  1 

woraus   denn  folgt,   daß 

|(c' -¥)"-  =  «•  ^  =  1.  ••■.»■ 

Dies  erfordert   aber,   daß 


d.  h.  daß 


^  ^     —  U,  «  1,    .   .    .,    2^, 


Ca^i  =  Ca^,i. 


Nun  geht  aber  kern  Teiler  von  C  in  sämtliche  üai  auf,  darum 
muß  jede  Primzahl,  welche  C  teilt,  auch  C  teilen;  und  umgekehrt. 
Folglich  ist   C  =^  C  und   also 

In   ähnlicher   Weise   schließt   man   noch,   daß 

Daraus  erkennt  man  demi,   daß  auch 

öti  =  Cii,  w.  z.  b.  w. 
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Zusatz.   Ist 

V  =  y^Wi  +  •  •  •  +  y„W„  ^  0 

eine    beliebige    lineare    Kombination    der    n    Integrale    Uj.    und    setzt 
man 

ST,.  =  y^oj^i  +  •  •  •  +  YnOini,  i=  1,  .  .  .,  'In; 

so  ist 

2«,  2n 

0<         J^  C,,•l72^-l?2i• 
,■=l,  j=l 

Denn  man  kann  ja  die  genannte  Funktion  v  als  die  erste 
Funktion  ^i  einer  linearen  Transformation  (6)  ansehen,  wobei 
denn 

ÖJ^=aJj^,  %i-l  =^1,  2i-l'  %i=^l,2i' 

und   es   handelt   sich   nun   bloß   um   die   letzte   Eelation   des   vor- 
stehenden Hilfssatzes. 

2.  Hilfssatz.  Durch  eine  geeignete  unimodulare  lineare  Trans- 
formation der  Perioden 


(I) 


(cOj)     =  Wii  (Ojj)       H f-  Wj^  2n  (ö>2«)  ' 

(C02  J  =  ^2«,  1  (Wi)  H [-  ?^2n,  2n  Kn)  ' 

^±mii   .   .   .  W2„,2«  =  1, 
wobei 

(cüj)  =  (a>it-,  .  .  .,  co„j) 

gesetzt  ist,  oder  ausführlicher  geschrieben: 

(     (^'n       =WuW;.i       H H  Wi_2n    ^;.,2n. 

X  —  1 ,  .  .  .,  n,  gehen  die  Relationen  (3),   (5)  in  folgende  über: 

n 

(8)  ^^r(ö>l*ft>^,n  +  v  — tü;..„+vft>^,)  =  0, 
v  =  l 

n 

(9)  0  <  _.i^  "vV/;.,2v  — l^/.,2n  +  2.   ~~  '?;.,2n  +  2r-l^/.,2i)» 


»■  =  1 
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X,  fx  =  1 ,  .  .  .,  n,  wobei    d^—  1    ist  und  d,.  +  ^  sich    durch   d^  teilen 
läßt. 

Zum  Beweise  wenden  wir  das  Eesultat  von   §  22   an,   indem 
wir 

resp. 

^2i— 1  ~  ^?;.,2i— 1'  ^2i   ~  ^^/.,2n  +  2» — 1» 

Z/21— 1  =  ^;.,2.'  2/2i~%,  2n  +  2> 

setzen  und  bei  den  transformierten  Buchstaben  eine  ähnliche  Fest- 
setzung treffen. 

Aus    den    zitierten    Sätzen    ergeben    sich    dann    zunächst    die 
Relationen 


(10)  .2  d,{ü)\,(o[^^^ ,  —  0)]^,,  ^  ,co[,,)  =0, 

v  =  l 

0 

(11)  0  <  2dy{v'?.,2r-lV\,2n  +  2^'  —  *h.2n +  2r-lV[,2.)  > 

1=1 

wobei  Q  ^  n  ist.  Wäre  nun  ^  <  w,  so  knüpfen  wir  an  den  vor- 
stehenden Zusatz  an,  indem  wir  die  Koeffizienten  y;  so  be- 
stimmen, daß 

SjT,  =  0,  i  =  1 ,  .  .  .,  n  —  1 , 

wird.  Dies  geht  schon  an,  da  es  sich  bloß  um  n  —  1  lineare 
homogene  Gleichungen  zwischen  n  Unbekannten  y^  handelt. 
Trägt  man  nun  die  zugehörigen  Werte 

r?2v-i  =  0,  V2r^0, 

V— 'i,...,Q^n  —  1, 

in   der   der   Ungleichung  des   Zusatzes   entsprechenden  Eelation 

0  <  ^"d,.(?2.-l?2n+2.   —  ^2n  +  2,-1^2,) 
1=1 

ein,  so  verschwindet  die  rechte  Seite,  womit  man  dann  zu 
einem  Widerspruch  geführt  worden  ist.  Hiermit  ist  der  Beweis 
erbracht. 
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Hauptsatz.  Vermöge  einer  unimodularen  Transformation  (I) 
der  Perioden  co^i)  worauf  dann  eine  geeignete  Transformation  (6) 
folgt,  ersielt  man  neue  Variahelen  i\,  .  .  .,  i\  mit  dem  Perioden- 
Schema: 


(12) 


wohei   d^=  \    und   die    natürliche   Zahl   d^.  ^  ^    durch   d,,   teilbar   ist. 
Des  weiteren  ist 


«1 

1 

0   . 

.    .    0 

Tu     . 

•    Tm 

«2 

0 

1 

d,  • 

.   .    0 

T21     . 

•     •    '^2n 

^n 

0 

0   . 

1 

■^nl    • 

•     •    "^nn 

(13) 

und  endlich  ist 

(14) 


Tj,,   —  T, 


X,  fi  =  l, 


,  n, 


u'ohei  t"  =  9^(— ]  und  ^1,  .  .  .,  |„  reelle  nicht  sämtlich  verschwin- 
dende Argumente  bedeuten. 

Zum    Beweise    wenden    wir    zuerst    den    2.  Hilfssatz    an    und 
üben   dann   die   lineare    Transformation   aus: 

Ui  =  di(o[i  ^1  +   .  .  .   +  dnMinVn, 


U„=   dj^MniVi  +    .   .   .   +   dnCOnn^n- 

Daß   die   Determinante   derselben  nicht   verschwindet,   erkennt 
man,  wie  folgt.  Wäre  nämlich 


.    w, 


=  0, 


CO 


nl 


so    könnte    man    n    nicht    verschwindende    Konstanten    7^    so    be- 
stimmen,  daß  die  Funktion 

dem    linken     Quadrat    des    Periodenschemas    entsprechend,    lauter 
verschwindende  Periodizitätsmoduln 

S^i  =  yi^ii  +  •  •  •  +  7„wi,i,  i=l,...,n, 

hätte.  Dann  wäre  aber  auch 

^2i-i=0,  ^2i=0,  i=l,...,n. 

Osgood,  Funktionentheorie  11,2  41 
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Nach   dem   1.  Hilfssatz  nebst   (9)   muß   nun 

n 

^  <  -i^  ^v  (  '?2 )  —  1  V2n  +  2  »■         '/£  n  +  2 1  —  1  ^/2 1) 
v  =  l 

sein,  womit  wir  eben  zu  einem  Widerspruch  geführt  worden 
sind. 

Hiermit  erweist  sich  die  genannte  Transformation  als  eine 
nicht-singuläre,  und  das  Periodenschema  der  transformierten  Funk- 
tion hat  nun  die  vom  Satze  verlangte   Gestalt. 

Nach  dem  1.  Hilfssatze  gelten  auch  für  die  neuen  Perioden 
die   Eelationen    (8),    (9).   Aus    (8)    ergibt   sich,   daß 

T^/.^.  =  '^^.k,  A,  /f  =  1,  .  .  .,  n. 

Setzt  man  ferner 

V  =  iiVi  H h  l„v„, 

wo    li,  .  .  .,  |„  reelle   Zahlen   sind,    so   erkennt    man,    daß 

also 

n2r-x  =  ^Jd,,  ?2.=0,  v  =  \,...,n. 

Des  weiteren  ist 

Zieht   man  also  den  Zusatz  heran,  wonach  nun 

n 

^  <■  ^  ^.  (^/2> — 1  ^2n  +  2v  %n  +  2.— 1  'y2i)» 

v  =  l 

SO  ergibt  sich,  daß 

0<^i(li<i  +  ---  +  ^»O 


ist,  und  hiermit  ist  der  Beweis  erbracht. 


Achtes  Kapitel. 
Anwendungen. 

A.  Das  Korrespondenz prinzip. 

§  1.  Beschreibung  des  Korrespondenzprinzips. 

In  der  algebraischen  Geometrie  liefert  das  Korrespondenz- 
prinzip ein  Hilfsmittel  von  der  größten  Bedeutung.  Erläutern  wir 
dasselbe  zuvörderst  an  einigen  Beispielen.  Es  handelt  sich  dabei 
jedesmal  um  eine  in  der  projektiven  Ebene  singularitätenfreie 
algebraische  Kurve  C„.  Damit  n  Punkte  x^,  j  —  1 ,  .  .  .,  n,  der- 
selben auf  einer  Geraden  liegen,  ist  nach  Kap.  6,  §  2,  notwendig, 
daß 

Ut   +   <"    +    •    •   •    +   Wf  ^   C;fc,  fc   =    1  ,     .    .    .  ,     p. 

Nun  kann  man  auf  mannigfache  (aber  selbstverständlich  stets 
algebraische)  Weise  erreichen,  daß  einem  beliebigen  Punkte  x 
von  C„  oc  weitere  Punkte  y',  .  .  .,  ?y"  dieser  Kurve  zugeordnet 
werden : 

x\y',  y",  . . .,  y". 

Sollen  diese  oc  -\-  1  Punkte  insbesondere  auf  einer  Geraden 
liegen,  so  muß 

(1)  <  +  •••  +  <  +  yut  ^  c,,  fc  =  1,  .  .  .,  p. 

Dabei  heißt  die  natürliche  Zahl  y  die  Wertigkeit  der  Korrespon- 
denz. Allgemeiner  wird  aber  eine  Eelation  der  Form  (1)  stets 
statthaben,  selbst  dami,  wenn  die  Punkte  x,  y^  nicht  den  vollen 
Schnitt  einer  C^  mit  der  C„  bilden,  wie  sich  später  herausstellen 
wird. 

Dm:ch  die  vorgelegte  Korrespondenz  wird  eine  inverse  Kor- 
respondenz definiert,  indem  mau  fragt:  Welche  Punkte  x', 
x",  .  .  .,  x^  führen  (auf  Grund  der  direkten  Korrespondenz)  zu 
ein   und   demselben   Punkte    y'  ■=  y? 

y  i,  X  ,  x  ,  .  .  . ,  X'  . 

41* 
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Die  Koinzidenzzdiil.  Der  eigentliche  Kern  des  Korrespondenz- 
prinzips liegt  nun  in  der  Feststellung  der  Anzahl  K  der  Koinzi- 
denzen eines  Punktes  y^  mit  dem  Punkte  x.  Es  zeigt  sich, 
daß 

(2)  Ji  =  <x  + /9+  2p7, 

wo  f  das  Geschlecht  von  C„  bedeutet.  Wie  hieraus  ersichtlich, 
hat  die  Wertigkeit  den  gleichen  Wert  für  die  ursprüngliche  und 
die  inverse  Korrespondenz. 


Beispiel  1.  Es  werde  C„  durch  ein  Strahlenbüschel  geschnitten, 
dessen    Spitze    A    nicht    auf    C„    liegt.    Sei    x    ein    veränderlicher 

,  1/"   die   weiteren    Schnittpunkte 
des  durch  x  bestimmten  Strah- 


Punkt   von   (7„   und    seien    ij', 


les  des  Büschels.  In  diesem 
Falle  bedeutet  eine  Koinzidenz 
geometrisch,  daß  der  betref- 
fende Strahl  die  Kurve  berührt, 
sofern  letztere  keinen  mehr- 
fachen Pmikt  besitzt.  Die  Anzahl  der  Koinzidenzen  gibt  also  die 
Klasse  K  der  C„  an.   Nun  ist  hier 


Fig.  47. 


p=  i(n-l)(n-2), 


1, 


1, 


denn  die  inverse  Korrespondenz  ist  ja   mit  der  direkten  identisch, 
während  sich  aus   (1)  ergibt,  daß 

Durch   das   Korrespondenzprinzip   ('2)   wird   also   die   Klasse  der  C„ 
ermittelt : 


(3) 


K  =  X  =  n{n  —  1). 


Beispiel  2.   In  einem   beliebigen  Punkte  x  von  (7„  ziehe   man 
die  Tangente  und   bezeichne  man  die  weiteren   Schnittpunkte   mit 

y',  .  .  .,  y".  Dann  wird 


Flg.  48. 


a  =  n 


y=2. 


Bei   der  inversen   Korrespondenz   handelt    es   sich   um   die   Anzahl 
ß   der    Tangenten,    welche    von    einem    Punkte    y   von    C„   an    die 
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Kurve  gelegt  werden  können.  Diese 
Zahl  ist  um  2  kleiner  als  die 
Klasse  der  Kurve,  also  ist,  falls 
C„  keinen  mehrfachen  Pmikt  be- 
sitzt, 

ß=  y^  —  '2^  7i{n  —  1)  —2. 

Hier  bedeutet  eine  Komzidenz 
geometrisch,  daß  ein  Wendepunkt 
vorliegt.  Mithin  gibt  die  Formel  Fig.  49. 

K=  3w(w  — 2) 
die   Anzahl   der   Wendepunkte   an.    Insbesondere    wird: 

n=3,  K=9;  n  =  4,  Ii  =  24. 

Im  übrigen  wird  hier 


633 


ut  + 


+  < 


+  'M^c„ 


1 


P: 


da  die  Wertigkeit  der  inversen  Korrespondenz  den  gleichen  Wert, 
7=2,  hat. 

Beispiel  3.   Von   einem  beliebigen  Punkte   x  der  wieder  als 
singularitätenfrei  vorausgesetzten 
C„  aus  lege  man  Tangenten  an 
die  Cn,  welche  sie  in  den  Punk-  ^ 

ten    z',  .  .  .,  z''"^   berühren   und 
in   oc  =  {n-3)  (;<  —  2)   weiteren  ^'^■^^ 

Punkten    schneiden.    Dann    wird    zunächst    diesen    x  —  2   Schnitt- 
geraden  entsprechend 

„.• +...+„f -'<--'+ 2«+... +„r') 


Da  nun  aber  nach   dem  zweiten  Beispiele 

<  +  ••■  +  <~'  +  '2ul  ^  c„ 


k^l, 


V- 


V> 


so  folgt,   daß 


y(n-3)(x-2) 


A;  =  1,  .  .  .,  p. 
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mithin  ist  y  =  x,  —  6 ,  und  da  die  inverse  Korrespondenz  mit  der 
ursprünglichen  identisch  ist,   so  ist   ß  —  oi.   Danach  ist 

K=  n{7i  —  2)(n2  — 9). 

Hier  bedeutet  eine  Koinzidenz  geometrisch,  daß  eine  Dojpyel- 
tangente  vorHegt.  Mithin  hat   die  G„ 

\K=  in(n  — 2)(n2-9) 

Doppeltangenten.  Insbesondere  wird 

n=4,  1^=28;  w=5,  |E=120. 

§  2.  Definition  einer  Korrespondenz. 

Vorgelegt  sei  eine  über  der  2;-Ebene  ausgebreitete  m- blättrige 
algebraische  Kiemannsche  Fläche  F.  Jedem  Punkte  x  von  F 
mögen  a  Punkte   ?/',  .  .  .,  y"  von  F  zugeordnet   werden: 

x\y',  .  .  .,  y", 

wobei  (X  vorläufig  von  x  abhängt.  Sei  Xq  ein  beliebiger  Punkt 
von  F  und  seien  '</q  ,  .  .  . ,  7Jq°  die  zugeordneten  Punkte.  Bei 
nicht-spezialisierter  Lage  von  Xq  soll  es  dann  eine  schlichte  Um- 
gebung S  von  Xq  geben,  welche  umkehrbar  eindeutig  und  kon- 
form auf  (X  =  (Xq  schlichte  Nachbarschaften  T',  .  .  .,  T"  der 
Punkte  yQ,...,  2/o°  abgebildet  wird.  Im  übrigen  sollen  die  Punkte 
y'o,  •  •  ■>  Vo"  auch  in  der  schlichten  Ebene  getrennt  liegen.  Dem- 
nach hat  (X  den  gleichen  Wert  in  jedem  Punkte  von  S.  Den  a 
der  Abbildung  entsprechenden  Funktionen  ?/',...,  ij"  mögen  nun 
ferner  a  Bereiche  S',  .  .  .,  S"  einberäumt  und  über  den  Teil  S 
von  F  ausgebreitet  werden. 

Sei  Xq  jetzt  ein  Ausnahmepunkt  von  F.  Zu  den  Ausnahme- 
punkten gehören  vor  allem  die  Verzweigungspunkte  von  F,  es 
kann  aber  auch  noch  andere  geben.  Die  Punkte  oo  von  F  spielen 
jedoch  keine  Sonderrolle.  Die  zugeordneten  Punkte  y'o>  •  •  •,  Uo" 
körmen  nun  insbesondere  zum  Teil  oder  auch  ganz  übereinander- 
liegen.  Beginnen  wir  mit  ?/o.  Zur  weiteren  Defmition  der  Korre- 
spondenz verlangen  wir,  daß  eine  Windnngsfläclu-  «ndlicher  Ord- 
nung um  Xq  auf  eine  Windungsfläche  endliclu-r  Ordnung  um  j/q 
umkehrbar  eindeutig  und  stetig  und  von  den  Punkten  x=Xq, 
y  —  y'o  abgesehen  auch  konform  bezogen  werde.  Diese  Voraus- 
setzung   wird    in   jedem    weiteren    Punktepaare    Xq,  t/q    wiederholt. 
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Dabei  können  die  Windungsflächen  einzeln  schlicht  ausfallen,  ja 
sie  können  sogar  insbesondere  sämtlich  schlicht  sein,  dann  würde 
Xff  nur  deshalb  ein  Ausnahmepunkt  sein,  weil  die  ?/q  nicht  alle 
in  der  schlichten  Ebene  getrennt  liegen.  Wir  wollen  aber  noch 
ausdrücklich  voraussetzen,  daß  keine  zwei  ein  und  demselben 
Blatt   von  F  zugehörigen   ?/%  y^'  einander  identisch  seien. 

Hiermit  ist  die  Defmition  einer  Korrespondenz  fertig.  Es  er- 
geben  sich   nun   folgende   Eigenschaften   derselben. 

a)  Die  iVusnahmepunkte  sind  nur  in  endlicher  Anzahl  vor- 
handen. Denn  dieselben  sind  notwendig  isoliert;  und  die  Fläche  F 
ist   eine  abgeschlossene  Mannigfaltigkeit. 

ß)  Die  Zahl  tx  ist  in  allen  nicht-spezialisierten  Stellen  von 
F  konstant  und  wird  nun  noch  in  den  Ausnahmestehen  so  defi- 
niert,  daß  sie  auch  dort  den  gleichen  Wert   beibehält.^) 

y)  Eine  Korrespondenz  läßt  eine  Umkehr  zu,  welche  (vom 
trivialen  Falle  y'  =  const.  abgesehen)  ebenfalls  eine  Korrespondenz 
der  bewußten  Art  ist.  In  der  Tat  sei  Xq  eine  gewöhnliche  Stelle 
von  F  mid  sei  y^  eine  der  zugeordneten  Stellen  t/q.  Dann  kann 
es,  da  F  abgeschlossen  ist,  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Stellen 
Xq  geben,  welche  auf  Grund  der  Korrespondenz  zu  derselben 
Stelle  ?/o  führen: 

Des  weiteren  wird  die  Umgebung  von  y^  im  allgemeinen  um- 
kehrbar  eindeutig   und   stetig  auf   die   Umgebung   einer  jeden   der 


1)  Ob  diese  Ergänzung  indessen  stets  ratsam  erscheint,  ist  doch  sehr 
die  Frage,  denn  sie  kann  insbesondere  der  umkehrbar  eindeutigen  Beziehung 
zwischen  den  Elementen  (x,  y)  einer  Korrespondenz  und  den  Elementen 
{y,  x)  der  inversen  Korrespondenz  Abbruch  tvm.  Wir  körmen  den  Sachver- 
halt am  deutlichsten  durch  folgendes  Beispiel  erläutern. 

Durch  die  Gleichimg 

iv^  =  z 

wird  w  als  eine  zweideutige  Funktion  von  z  definiert,  und  zwar  entsprechen 
einem  beliebigen  Werte  von  z  zwei  Werte  von  w,  mit  Ausnahme  des  einen 
Wertes  ^  =  0  —  wir  dürfen  uns  ja  auf  die  eigentliche  Ebene  beschränken, 
doch  verhält  sich  die  Sache  in  der  erweiterten  Ebene  genau  ebenso.  Darum 
liegt  es  nahe,  den  Wert  tu  =  0  doppelt  zu  zählen.  Andererseits  wird  die 
über  der  2- Ebene  ausgebreitete  Riemannsche  Fläche  in  umkehrbar  ein- 
deutiger und  stetiger  Weise  auf  die  schlichte  lü- Ebene  abgebildet  —  dann 
und  nur  dann,  wenn  der  Verzweigimgspunkt  2  =  0  als  ein  Pimkt,  und 
nicht  als  zwei,  gezählt  wird. 
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Stellen  x^  abgebildet,  wobei  also  ß  =  ßo  zunächst  für  die  Punkte 
dieser  Umgebung  einen  konstanten  Wert  beibehält: 

y  1^  X ,  X  ,  .  .  • ,  X'  . 

Insbesondere  werden  Windungsflächen  um  7Jq  umkehrbar  eindeutig 
und  stetig  und,  vom  Punkte  i/o  abgesehen,  auch  konform  auf 
Windungsflächen  um  die  Punkte   Xq  abgebildet. 

Setzt  man  diese  ß  Zweige  über  die  Fläche  F  hin  analytisch 
fort,  so  erhellt,  daß  ß  auch  im  großen,  höchstens  von  einer  end- 
lichen  Anzahl   von    Stellen   abgesehen,    konstant    bleibt. 

ö)  In  der  obigen  Definition  ist  der  Fall  mit  eingeschlossen, 
daß  die  Funktionen  y^  in  übereinanderliegenden  Blättern  von  F 
identisch  gleiche  Werte  haben.  Sei  beispielsweise  F  die  der  Funk- 
tion yx  entsprechende  Fläche ,  und  sei  y  =  yx .  Dann  sind 
zwar  ?/',  7j",  y'"  in  jedem  Punkte  a;  4=  0,  cx3  der  Fläche  F  von- 
einander getrennt,  in  zwei  übereinanderliegenden  Punkten  x+,  x~ 
von  F  fallen  aber  die  Funktionen  y'+,  y"+,  y"'+  mit  den  Funk- 
tionen  y'~,  y"~,  y"'~  eben  paarweise  zusammen. 

Will  man  dies  vermeiden,  so  ist  folgende  Bedingung  not- 
wendig. In  einem  Verzweigmigspunkte  {ju  —  l)-ter  Ordnung  von 
F  muß  die  zugehörige  Funktion  y^  einen  Verzweigungspunkt 
(juVk  —  l)-ter  Ordnung  aufweisen,  wobei  v^  ^  1  eine  natürliche 
Zahl  bedeutet. 

Sei  nämlich  g  —  1  die  Ordnung  der  Windungsstelle  von  y^, 
und  sei 

wo  ^1  >  1 ,  ?!  relativ  teilerfremd  gegeneinander  sind,  falls  die 
Behauptung  nicht  richtig  ist.  Es  mögen  A,  B  so  bestimmt 
werden,    daß 

A/Ui  +  Bgi=  1, 
also 

Aju  -{-  Bq=  X, 
wo  nun 

0  <  A</(. 

Sei  x-i  4=  Xq  eine  benachbarte  Stelle  von  F,  und  sei  y'  ein 
dazu  gehöriges  Element  der  Funktion  ?/*.  Setzt  man  y'  nun  Bq- 
mal   um   x^  analytisch   fort,   so   gelangt   man   einerseits   zum   Aus- 
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gangselement  y'  wieder  zurück.  Andererseits  wird  man  sich  aber 
in   einem   anderen    Blatte   von  F   befinden. 

So  viel  im  kleinen,  wo  diese  Bedingmig  nun  offenbar  auch 
umgekehrt  hinreicht.  Im  großen  wird  sie  aber  wohl  nicht  ge- 
nügen. 

§  3.  Neue  Form  der  Definition  auf  dem  Substrat  des 
automorplien  Fundamentalbereiches. 

Definition.  Jedem  Punkte  s  des  Fundamentalbereiches  ^  der 
automorphen  Gruppe  mögen  oc  Punkte  t^  von  %  zugeordnet  wer- 
den: 

ö     b  ,    .  .  . ,    i    , 

wobei  oi  vorläufig  von  s  abhängt.  In  der  Umgebung  einer  be- 
liebigen Stelle  Sq  von  ^y  mögen  sich  die  Werte  t^  so  zusammen- 
fassen lassen,  daß  sie,  auf  einer  oder  mehreren  Windungsflächen 
um  den  Punkt  Sq  in  geeigneter  Weise  ausgebreitet,  daselbst  stetig 
verlaufen  und  sich,  vom  Punkte  Sq  abgesehen,  analytisch  ver- 
halten. Somit  entspricht  jeder  einzelnen  Windungsfläche  eine  Ee- 
lation  von  der  Form 

(1)  t=  xp{o)  s  —  So=  a\  1  ^  V, 

wobei  y}{a)  sich  im  Punkte  a=0  analytisch  verhält.  Im  übrigen 
sollen  die  Werte  t^  in  zwei  verschiedenen  Blättern  niemals  ein- 
ander identisch  gleich  sein.^) 

Endlich  soll  die  Eelation  (1)  sich  invariant  gegenüber  den 
Transformationen    der   automorphen    Gruppe   verhalten, 

t^  tp{a)  =  oj{s), 

L,{t)=oj[L,{s)],  k^l,'2,  ...,2p. 

Folgerungen,  a)  Die  Anzahl  der  Punkte  Sq  in  ^,  worin 
sich  Verzweigungspunkte  befinden,  ist  endlich.  Denn  der  Be- 
reich   ^  ist  ja  abgeschlossen. 


1)  Es  ist  fraglich,  ob  diese  letzte  Forderung  aus  Zweckmäßigkeits- 
gründen gestellt  werden  soll,  man  kann  sie  ja  ganz  fortlassen.  Würden  dann 
zwei  Funktionen  t*,  t^  in  ein  imd  demselben  Blatte  der  s- Fläche  miteinander 
identisch  sein,  so  würde  eine  niedere  Korrespondenz  ja  bloß  im  großen 
wiederholt  werden.  Diesen  Fall  also  auszuschheßen,  daß  nämlich  ein  Ele- 
ment t*  in  einem  Blatte  mit  einem  Element  t^  eines  anderen  Blattes  zu- 
sammenfällt, scheint  nicht  notwendig  angezeigt  zu  sein. 
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b)  Die  Zahl  a  ist,  von  denjenigen  Punkten  Sq  abgesehen, 
denen  Verzweigungspunkte  entsprechen,  überall  in  ^  konstant, 
und  in  den  Ausnahmepunkten  läßt  sich  die  Definition  der  Korre- 
spondenz, wie  früher,  dahin  erweitern,  daß  (x  auch  dort  den 
gleichen  Wert  beibehält. 

c)  Durch  jede  Korrespondenz  (vom  trivialen  Falle  t'  =  const. 
abgesehen)  wird  vermöge  der  Umkehrfunktion  eine  zweite,  in- 
verse  Korrespondenz 

t\s',  s",  .  .  . ,  s^ 

definiert.  In  der  Tat  sei  Sq  ein  Punkt  von  %,  welchem  (Xq  Punkte 
I'q,  .  .  .,11"  entsprechen,  und  fassen  wir  den  Punkt  4  i^^s  Auge. 
Es  kann  offenbar  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten  Sq 
geben,  welche  auf  Grund  der  Korrespondenz  zu  diesem  Punkte  ^ 
führen,   da   %  eben  abgeschlossen  ist: 

*o  ^^  ^0  I  ^0  ^^  ^0 '   ^0 '  •  •  • '  ^b"  • 

Und  nun  geht  aus  der  Definition  der  Korrespondenz  unmittelbar 
hervor,  daß  zunächst  im  kleinen  jedem  Punkte  t  4=  t^  einer  be- 
stimmten Nachbarschaft  von  ^o  genau  ß  Punkte  s^: 

entsprechen,  und  daß  diese  sich  so  wie  früher  zu  Systemen  zu- 
sammenfassen lassen,  welche  sich  auf  Windungsflächen  um  Iq  aus- 
breiten lassen,  derart  daß  sie  dort  eindeutig  und  stetig  und,  vom 
Punkte  t=to  abgesehen,  auch  analytisch  sind.  Somit  läßt  sich 
denn  dieses  ganze  System,  wieder  auf  Grund  der  abgeschlossenen 
Eigenschaft  von  ^,  über  den  ganzen  Bereich  ^  fortsetzen.  Hier- 
mit   ist    der    Beweis    der    Behauptung   geliefert. 


§  4.  Allgemeine  Korrespondenzen. 
Aus    den   Normalintegralen  erster   Gattung 


^^1 

1 

0     . 

.     0 

Tu       . 

•       T^IV 

^2 

0 

1    . 

.     0 

721        . 

-     •     "^ap 

^V 

0 

0     . 

.  1 

Tpl  . 

■       T^PV 

bilden  wir  die   Summen 


+  v,{n. 
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Als  Funktion  von  s  betrachtet  verhält  sich  dieser  Ausdruck  aus- 
nahmslos eindeutig  und  analytisch  in  %  und  gestattet  eine  ana- 
lytische Fortsetzung  über  jeden  Eandpunkt  von  ^  hinaus.  Des 
weiteren  unterscheidet  sich  eine  solche  Fortsetzung  von  der  ur- 
sprünglichen Funktion  bloß  um  eine  additive  Konstante  und  er- 
weist sich  somit  als  ein  Abelsches  Integral  erster  Gattung.  Hier- 
aus ergibt  sich,  daß 

p 
Mi')  -^ h  Vk{t")  =  2l  Ckj  v,{s)  +  Cfc, 

k  =  l,  .  .  .,  jp. 

Aus  diesen  p  Eelationen  leitet  man  2p2  Gleichungen  zwischen 

den   Cfcj,   wie   folgt,   ab.   Läßt    man   s  die  Eandkurve  Af  von   ^ 

überschreiten,  so  kommt 

p 

^kX  —  '^k/.  +  — -  9i/Jki' 

1  =  1 
k  =  l,  .  .  .,  y,  A  =  1,  .  .  .,  p, 

wo  hj^y,  g^)  ganzzahlig  sind. 

Läßt    man    s    zweitens    die    Eandkurve    JB^"|"    überschreiten,    so 

kommt 

p  p 

h  =  l,  .  .  .,  f,  /u  =  l,  .  .  .,  'p, 

wo  Hjg^,  Gj^  ganzzahlig  sind. 

Hieraus  lassen  sich  die  c^.,  eliminieren: 

p  p  p 

(1)  2irj^[h,^.j  +  ygijTi^i]  =  H;t,«  +  JSGj^^r,,^, 

j  =  1  i  =  l  ?  =  1 

k^l,  .  .  .,  p,  /i  =  l,  .  .  .,  p. 

Allgemeine  Korrespondenzen  und  Spezialkorrespondenzen.  Im 
Falle  die  letzte  Gleichung  eine  Identität  in  t,-,  vorstellt,  heißt  die 
Korrespondenz  eine  allgemeine.  Dafür  ist  notwendig  und  hin- 
reichend,  daß    Hj.^^  =  0 , 


/In  —  ile>i>  —    •   •   •  —   llpp  —  Ctii  • — ■  Cz22  —    •   •   '  —  LTj 


»■11  —   ''■22  —    •   •   •  —   II' pp  —  U-ji  • — •  U'22  —    •   •   '  —  '-'■j)j)> 

während 
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Setzt  man  den  gemeinsamen  Wert  von  hi ,- ,  G',-  ,•  gleich  —  y , 
so  ergibt  sich,  daß 

Daraus  folgt,  daß 

(2)  v,(t')  +  •  •  .  +  v„{f)  +  yv^{s)  =  c,. 

Die  ganze  Zahl  y  heißt,  wie  bereits  bemerkt,  die  Wertigkeit  der 
Korrespondenz,  und  letztere  wird  wohl  auch  eine  Wertigkeits- 
korresfondenz  benannt. 

Wir  lassen  jetzt  s  den  Eand  ß^+a  überschreiten.  Dann 
wächst  das  Glied  yo^is)  um  yr^a-  Da  nun  die  linke  Seite  der 
Gleichung  (2)  eine  Konstante  ist,  so  muß  der  Gesamtzuwachs  der 
übrigen   Glieder  eben  — yr^a  betragen. 

§  5.  Die  Funktion   0{s,  t;  a ,  x)  und  die  Umkehrkorrespondenz. 
Wir  bilden  nun  die  Funktion  ^) 

\o)       y-v*,t,   C7,  t;        lQ(sr)Q{at)]     [ß(tT')  .  .  .  ß(tT")]  [ß(Tf')  •  •  •  ß  (rt")]  ' 

Als  Funktion  einer  einzigen  Veränderlichen  allein  betrachtet, 
verhält  sich  O  invariant  gegenüber  der  automorphen  Gruppe. 

Fangen  wir  behufs  des  Beweises  mit  t  an,  indem  wir  s,  a,  x 
festhalten.  Bei  der  Portsetzung  über  A^  resp.  ß^   wird 

^{st^;)  _Q{sj) 

Qiat) 


Hiernach  wird 


resp. 


üiatj,^^)  "  Q{at)' 


0{s,  t,;  a,x)  =0{s,t:  a,x), 


0{s,  tp_^^/,  a,  t)  =  e' 


..t'r' 


.t"tC 


0{s,  t;  a,  t). 


Da  nun  die  Klammer  nach  §  4,  (2),  verschwindet,  erweist 
sich  0,  als  Funktion  von  t  allein  betrachtet,  als  eine  absolute 
Invariante  gegenüber  der  automorphen   Gruppe. 

Jetzt  werden  t,  a,  x  festgehalten.  Überschreitet  s  den  Eand 
von  ^,  so  können  t',  .  .  .,  t"  auch  den  Rand  überschreiten,  und 
zwar  in  unübersehbarer  Weise.  Es  ergibt  sich  aber  in  jedem 
Falle    eine    Relation    von    der    Form 


0{s^„t;  a,  x)  =e 


*=^  0{s,  t;  o,  t). 


1)  Hurwitz,  Mathematische  Annalen  28  (1887)    S.  5G5;    Klein,  Vor- 
lesung über  Abel  sehe  Funktionen,  S.-S.  1888. 
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wobei  die  M^.  ganze  Zahlen  sind.  Nun  ist  aber  sowohl  die  Funk- 
tion 0{s^,  t;  a,  r)  als  auch  0{s,t;  a,  r)  eine  absolute  Invariante 
in  bezug  auf  t.  Läßt  man  also  t  den  Eand  B^  überschreiten,  so 
muß  der  Zuwachs  im  Exponenten  gleich  einem  ganzzahligen 
Vielfachen   von   ^ni  sein: 

M^a^a  +  •  •  •  +  Mj,aj,a  =  'I^s^ni. 

Daraus  erkennt  man,  daß  der  reelle  Teil  des  Periodizitätsmoduls 
von  p 

k  =  l 

an  jedem  Querschnitte  A^,  B^  verschwindet,  womit  sich  denn 
dieses  Integral  erster  Gattung  als  eine  Konstante  in  bezug  auf 
t  erweist,  und  zwar  als  die  Null,  da  sie  verschwindet,  wenn 
t—r  wird. 

Die  Symmetrie  von  ^  in  (s,  t)  und  {a,  r)  bürgt  auch  für 
den  übrigen  Teil  des   Satzes. 

Darstellung  der  Korrespondenz  nebst  Umkehr  durch  0{s,  t;  a,  r). 
Vermöge  der  Nullstellen  von  0{s,  t;  a,  r)  läßt  sich  sowohl  die 
direkte  als  auch  die  inverse  Korrespondenz  darstellen.  Sei  a  ein 
beliebiger  Punkt  von  %: 

G\r',  .  .  .,r" 

und  sei  t  ein  zweiter  Punkt 

T  =^  or,  r',  .  .  .,  t". 

Diese  beiden  Punkte  a,  r  werden  hinfort  festgehalten. 

a)  0{s,  t;  a,  x),  als  Funktion  von  t  betrachtet.  Nehmen  wir 
s  so  an: 

s\t',  ...,r, 

daß 

s,  t',  ..  .,f  ^r, 
also 

s  =^  T I  a', . . . ,  CT'^ 

und  halten  wdr  s  dann  fest.  Damit  bleibt  t  als  unabhängige 
Variabele  übrig,  und  wir  können  die  Nullstellen  von  0{s,  t;  a,  x) 
sofort  ablesen.  0{s,  t;  a,  x)  verschwindet 

y-mal   im  Punkte  t=s; 

1-mal  im  Punkte  t=  t',  .  .  ..f. 
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Dabei  dürfen  selbstverständlich  die  Punkte  t',  .  .  .,  t"  nach  Be- 
lieben zusammenfallen. 

Die  Nullstellen  von  0{s,  t;  a,  r),  als  Funktion  von  t  betrach- 
tet, geben  die  Punkte  t',  .  .  .,t"  ab,  welche  dem  Punkte  s  durch  die 
gegebene  Korrespondenz  zugeordnet  werden,  und  enthalten  außerdem 
noch  die  Wurzel  t  —  s,  y-mal  gezählt. 

b)  0{s,  t;  a,  r),  als  Funktion  von  5  betrachtet.  Nehmen  wir 
t  so  an,  daß 

i  4=  (7,  t',  .  .  .,  t", 

halten  wir  t  dann  fest,   und   zeichnen  wir   die   Punkte   auf: 

t\s',  ...,s''. 

Als  Funktion  von  s  verschwindet  0{s,  t;  a,  r)   nun 

y-mal  im  Punkte  s  =  t; 

1-mal  im  Punkte  s  =  s',  .  .  .,  s'^, 

wobei  die  Punkte  s',  s",  .  .  .,  S'^  wieder  nach  Belieben  zusammen- 
fallen dürfen. 

Die  Nullstellen  von  0{s,  t;  a,  r),  als  Funktion  von  s  betrach- 
tet, geben  die  Punkte  s',  .  .  .,  S'^  ab,  icelche  dem  Punkte  t  durch  die 
inverse  Korresjpondenz  zugeordnet  werden,  und  enthalten  außerdem 
die  Wurzel,  s  =  t,   y-mal  gezählt. 

Des  weiteren  ergibt  sich  aus  dem  invarianten  Verhalten  von 
0{s,  t;  a,  t)  eine  Haupteigenschaft  der  inversen  Korrespondenz, 
welche   durch   folgenden   Satz   zum   Ausdruck   kommt. 

Satz.  Die   Umkehrkorres'pondenz 

t\s',  .  ..,  s^ 

ist  ebenfalls  eine  allgemeine,  und  zwar  weist  sie  die  gleiche  Wertig- 
keit y  auf. 

In  der  Tat  sind  die  Punkte 

t,     y-mal  gezählt; 

s',  s",  .  .  .,  s'^    je  einmal  gezählt, 

die  Nullstellen  einer  Funktion  0{s,  t;  o,  x)  von  s,  welche  eine 
absolute  Invariante  der  automorphen  Gruppe  ist  (auf  die  alge- 
braische Riemannsche  Fläche  F  verpflanzt  verhält  sich  diese 
Funktion    eindeutig    und    stetig    bis    auf    Pole,    und    ist    analytisch 


§  6.  Anzahl  der  Koinzidenzen  643 

auf  F  bis  auf  die  Verzweigungspunkte  und  Pole).  Nach  dem 
Abelschen    Theorem   muß   also 

Vk{s')  +  •  •  •  +  Vjcis'')  +  yVkit)  =  4,     k=^  1,  .  .  .,'p, 

sofern  t  zunächst  die  öc  +  1  Werte  er,  t',  .  .  .,  t"  vermeidet.  Der 
Stetigkeit  der  Funktionen  Vk{t),  s^{t)  wegen  gilt  diese  Gleichung 
aber  auch  allgemein.   Hiermit   ist   denn  der  Beweis  geliefert. 

§  6.  Anzahl  der  Koinzidenzen. 

Definition.  Wir  fangen  mit  dem  Fall  an,  daß  Xq  eine  ge- 
wöhnliche Stelle  von  F  ist  und  daß  die  Korrespondenz  durch 
die    Gleichung 

(1)  y  =  ej^x  +  e^x^ -\-  '  '  ■,  ßi  =t=  0, 

gegeben  wird,  wobei  wir  a-Q  =  ?/o  =  0  gesetzt  haben.  Dann  soll 
die  Anzahl  M  der  Koinzidenten  im  Punkte  iCo  =  ^  als  die  An- 
zahl  der  Schnitt'punkte  der  Kurve   (1)   mit  der  Geraden 

y  —  X  ~  0 

definiert  werden,  sofern  diese  beiden  Kurven  nicht  miteinander 
identisch  sind.  Sie  ist  also  gleich  der  Anzahl  der  Wurzeln  der 
Funktion 

(2)  {e-,-\)x  +  e^x^-^  ... 
im  Anfang,  d.  h.  zunächst 

M  =  1 ,  falls  ßi  4=  1 . 

Ist   dagegen  e,  =  1 ,   so  muß  notwendig 

y  =  X  +  ej,x^  ^ ^  e^  H=  0 , 

sein,  und  nun  tritt  an  Stelle  von   (2)   die  Funktion 

(3)  e,x^  +  --^ 
Jetzt   findet   die  Erklärung  statt: 

i¥  =  fe,  falls  gl  =  1. 

Die  somit  erklärte  Zahl  M  verhält  sich  invariant  gegenüber 
einer  konformen  Abbildung 

(4)  x' =  e^x+  e^x""  +  " -,  y' ^  e^y  +  E^y""  +  ■  • -, 

£i  +  0, 
wie  man  aus  den  Eeihenentwickelungen  sofort  nachrechnet. 
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Indem  wir  die  Voraussetzung  noch  beibehalten,  daß  Xq  =  0 
eine  schHchte  Stelle  von  j^  ist,  ziehen  wir  jetzt  den  Fall  in  Be- 
tracht, daß  die  Korrespondenz  in  der  Nähe  der  Koinzidenzstelle 
durch  die   Gleichungen 

X  -  A^  y  =  A^ao  +  «mA"'  +  A-  +  i2ta)), 

ao  H=  0 ;         «m  +  0 ,    falls    p  =  q    und     üq  =  1 , 

parametrisch  dargestellt  wird,  wobei  selbstverständlich  jedem 
Wertepaare  {x,  y)  nur  ein  Wert  von  A  entspricht,  und  21  (A)  sich 
im  Punkte  A  =  0  analytisch  verhält.  Und  nun  wollen  wir  M 
wiederum  als  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  der  die  Korre- 
spondenz darstellenden  Kurve 

y=  wi^) 

mit  der   Geraden 

y^x, 

und  somit  als  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Funktion  von  A, 

y-x^  A^ao  +  a^A-  +  A^+i^KA))  -  A', 

erklären,  Kap.  4,   §  5.  Mithin  ist 


M=q, 

falls 

q<V' 

M=v, 

ff 

V<^' 

M  =  j)=  q, 

ff 

V=  5. 

«0  + 1 

M=  2?  +  VI, 

>> 

v=  q> 

«ü=  ^ 

Die  also  erklärte  Zahl  M  verhält  sich  invariant  einerseits 
gegenüber  einer  konformen  Abbildung  (4),  andererseits  gegenüber 
einer  Parametertransformation 

r=f{A),         /'(0)+0. 

In  der  Tat  erhellt  die  Eichtigkeit  der  letzteren  Behauptung  so- 
fort.  Was  die  erstere  anbetrifft,  so  ist 

y'  —  x'  =  {y  —  a-)  {ci  +  %{x,  ij) )  , 

wo  %{x,  y)  sich  analytisch  im  Anfange  vorhält  und  dort  ver- 
schwindet. Drückt  man  also  x',  ij'  durch  denselben  Parameter  A 
aus,  so  verschwindet  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  gerade  so 
oft  wie  die  rechte. 
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Hiermit  sind  wir  fertig,  sofern  wir  das  algebraische  Gebilde 
in  der  Gestalt  eines  automorphen  Fmidamentalbereiches  f^  zu- 
grunde legen.  Nehmen  wir  dasselbe  hingegen  in  der  Gestalt  einer 
n- blättrigen  algebraischen  Fläche  F  an,  so  bleiben  noch  die  Ver- 
zweigungspunkte nebst  den  unendlich  fernen  Punkten  übrig.  Und 
nun  soll  die  Erklärung  der  Koinzidenzzahl  hier  so  getroffen  wer- 
den, daß  diese  Zahl  erhalten  bleibt,  wenn  man  die  Fläche  F 
auf   den   Fundamentalbereich  ^   abbildet. 

§  7.  Der  Hauptsatz. 

Nachdem  wir  nun  die  Anzahl  der  Koinzidenzen  einer  Korre- 
spondenz mit  aller  Schärfe  definiert  haben,  können  wir  die  Haupt- 
eigenschaft   einer  Wertigkeitskorrespondenz,    wie  folgt,   ausdrücken. 

Hauptsatz.  Die  Anzahl  K  der  sämtlichen  Koinzidenzen  einer 
Wertigkeitskorres'pondenz  tvird  durch   die  Formel  gegeben: 

K=  a  +  ß  +  'l'py. 

Wir  haben  die  Anzahl  der  Koinzidenzen  einer  Korrespondenz 
im  kleinen  als  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  der  die  Korrespon- 
denz  darstellenden   Kurve 

(1)  t=^p{s) 
mit  der    Geraden 

(2)  f  —  s  -  0 

erklärt.  Diese  Definition  gilt  aber  offenbar  auch  im  großen,  so- 
fern wir  (s,  t)  auf  die  Punkte  von  (^,  ^)  beschränken.  Auf 
Grund  derselben  können  wir  vermöge  der  Funktion  0{s,  t;  o,  t) 
die  Zahl  K  auswerten. 

Gehen  wir  von  der  Bemerkung  aus,  daß  die  durch  Differen- 
tiation der  Funktion  0  nach  einer  absoluten  Invariante  oder 
auch  nach  einem  Abelschen  Integrale  der  automorphen  Gruppe 
erhaltene  Ableitung  wieder  eine  Invariante  der  Gruppe  ist.  Ins- 
besondere nehmen  wir  also  ein  Abelsches  Integral  erster  Gattung: 

w{s)  =  c^=  CiV^{s)  +  .  .  .  +  Cj,v„{s), 
und   bilden  wir  die  Ableitung 

j^  0{s,  t;  G,  t)  =  W{s,  t;  a,  t). 

Osgood,  Tunkt  ionentheorie  II,  2  42 
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Da 

(3)  ü{s,  t)=  {s~t)S{s,  t), 

wo  S{s,  t)  sich  analytisch  verhält  und  S{s,  s)  ^  0  in  %,  so  wird 

^.[ß(^.«)]'L,  +  o- 

Zur  Darstellung  der  Korrespondenz  können  wir  die  Gleichung 

(4)  0{tt')  ■  ■  'Q{tt")  =  0 

an  Stelle  der  Gleichung  (1)  treten  lassen.  Dann  wird  die  An- 
zahl der  Koinzidenzen  durch  die  Anzahl  der  in  §  belegenen 
Wurzeln   der    Gleichung 

(5)  Q{st')-  ■  '  üist")  ^0 

gegeben.  Diese  Zahl  wird,  wie  folgt,  berechnet.  Wir  stellen  die 
Funktion  W{s,  t;  a,  r)    in    der   Form    dar: 

~  [C^7  L  Ü{ST)Qiai)   J     L    [ß(fT')  .  .  .  ß((T«)]  [ß(Tt')    .  .  .  ß(T«")] 

-{-ü{st)M{s,t;  (T,t)], 

wobei  M  eine  meromorphe   Funktion   bedeutet,   und 

Cc/,=  Ci0i(s)  +  •  •  •  +  c^^j>{s). 

Die   Anzahl   der   Wurzeln   dor    Gleichung   (5)   in   ^   deckt   sich 
offenbar   mit   der  Anzahl  der  Wurzeln   der  Funktion 

W{s,  s;  G,  t)  -H(s) 

in  ^.   Nun   überzeugt   man   sich   aber  leicht,   daß 

W{s,  s;  a,  t)  =  H{s) 

eine    absolute    Invariante    der    automorphen    Gruppe    ist,    und    da 
rr,  V  _     A     r     S{s ,  s)     Y /3(sf0  .  ■  ■  Qjst") 

^^^   ~   [^  Lß(ST)  ß(<TS)J   [ß(ST')   .  .  .  ß(ST«)]  [ß(TO   .  .  .  ß(Tt'')]' 

WO  Ä  eine  Konstante  bedeutet,  so  sieht  man,  daß  die  gewünschte 
Zahl  (die  Anzahl  der  Wurzeln  dieser  Funktion  in  %)  erhalten 
wird,  wenn  man  die  Anzahl  der  Pole  von  H{s)  in  %  ernütteln 
kann.  Letztere  Zahl  läßt  sich  aber  ohne  weiteres  ablesen.  Der 
erste   Faktor    des    Nenners,    c,,,^,),    hat    nämlich    '2p  —  2    Wurzeln, 
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der  zweite  Klammerausdruck  hat  2y  Wurzeln  im  Nenner,  der  erste 
Klammerausdruck  im  letzten  Nenner  verschwindet  cc-mal,  der 
zweite  Klammerausdruck  dagegen  ß-ma.1.^)  Im  ganzen  ergeben 
sich  also 

(22?  -  2)y  +  27  +  cc  +  /S 

Pole,  und  darum  hat  K  den   Wert 

K=  0C  +  ß  +  ^2fy, 
w.  z,  b.  w. 

Der  Fall  p  =  0.  Hier  bleibt  die  Definition  einer  Korrespon- 
denz noch  in  Kraft,  und  dasselbe  gilt  auch  von  der  Erklärung 
der  Anzahl  der  Koinzidenzen  sowie  von  der  Aussage  des  Haupt- 
satzes 

K=oc-\-ß. 

Von  der  Wertigkeit  und  der  Zahl  7  ist  nur  hier  nicht  die  Eede. 
Der  Beweis  wird  w'iederum  durch  Uniformisierung  des  alge- 
braischen Gebildes  geliefert,  und  zwar  läßt  sich  die  Eiemannsche 
Fläche  F  hier  als  die  schlichte  (erweiterte)  Ebene  annehmen.  Aus 
der  Definition  der  Korrespondenz  geht  dann  unmittelbar  hervor, 
daß  dieselbe  analytisch  durch  eine  algebraische  Gleichung  darge- 
stellt wird: 

(6)  G{x,y)=0, 

wo  G  ein  Polynom  vom  Grade  ^ö  in  cc  und  oc  in  y  ist.  Deutet 
man  die  Kurve  in  der  Ebene  der  Funktionentheorie,  so  wird  die 


1)  Die  Bedeutung  der  Faktoren  ü{rt^)  bedarf  der  näheren  Erklärung, 
Der  Korrespondenz  entsprechend  wird  eine  a-blättrige  Riemannsche  Fläche 
^g  über  ^  ausgebreitet,  um  t{s)  darzustellen,  und  ebenso  wird  eine  zweite 
^-blättrige  Fläche  g^  nötig  sein,  um  die  Umkelirfunktion  s{t)  eindeutig  zu 
machen.  Diese  Flächen  sind  ja  umkehrbar  eindeutig  und  stetig,  und  im 
allgemeinen   konform   aufeinander   bezogen   (vermöge   der    Korrespondenz). 

Jetzt  werde  f^s  derart  aufgeschnitten,  daß  a  schlichte  übereinander 
liegende  Stücke  %'^,  .  .  . ,  %"  zustande  kommen.  Letztere  werden  auf  Stücke 
^'t'  •■•'%"  '^^^  ^t  bezogen,  welche  indessen  übereinandergreifen  können. 
Ein  Punkt  t  =  x  wird  im  ganzen  ^-mal  von  den  g/  überdeckt,  doch  kann 
er  von  einem  '^\  mehreremal,  von  einem  anderen  %\  gar  nicht  überdeckt  sein. 
Unter  V{s)  verstehen  wir  nun  einen  Zweig  von  i(s),  und  zwar  einen 
solchen,  welcher   %\   entspricht.   Die   Anzahl  der  Wurzeln   des   Produkts 

ß(Ti')  .  .  .Q{Ti") 

deckt  sich  eben  mit  der  Anzahl  dieser  Uberdeckungen,  d.  h.  mit  der  Blät- 
terzahl /3  der  Fläche  %i,  und  hiermit  ist  die  Richtigkeit  der  Behauptung 
des  Textes  erwiesen. 

42* 
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Anzahl    der    Koinzidenzen    durch    den    Schnitt    derselben    mit    der 

Geraden 

y  —  X—  0 

gegeben,    und    diese    Zahl    ist   ja    eben    a -\-  ß;    vgl.    Kap.  4,    §8. 

B.  ^(. . .,  II ^{t)  —  G^,  . . .)  und  die  28  Doppeltangeuten  der  C^. 
Die  Abelschen  Funktionen. 

§  8.    Thetafunktionen,   deren  Argumente  Abelsche  Integrale  sind: 

'{>{...,   Ua{t)~Ga,    ..  .). 

Wir  bilden  mit  Riemann  die  Funktion^) 

(1)  F{t)  =  d[u,{t)-G„  .  .  .,  u,{t)-G^], 

wobei  die  w^  (i) ,  a  =  1 ,  .  .  . ,  p ,  die  Normalintegrale  erster  Gat- 
tung, Kap.  4,  §  15,  sind  und  die  Ga  willkürliche  Größen  bedeuten. 
Wir  erinnern  schon  an  dieser  Stelle  daran,  daß  jene  Ua{t)  nur 
bis  auf  additive  Konstanten  normiert  wurden,  und  es  wird  sich 
empfehlen,  noch  über  diese  letzteren  passend  zu  verfügen.  Von 
der  ^-Funktion  braucht  man  nur  die  Definition  und  die  in 
Kap.  7,  §§  9—11  entwickelten  Eigenschaften  derselben.  Die  gegen- 
wärtige ^-Funktion  wird  ja  für  die  Periodizitätsmoduln  der  ge- 
nannten Integrale  Ua{t)  gebildet,  und  diese  gehören  in  den  Be- 
reich der  «j^.,  wofür  die  Thetareihe  konvergiert,  Kap.  4,  §  15, 
5.  Satz. 

Für  gewisse  Werte  der  G^  ist  denkbar,  daß  F{t)  identisch 
verschwindet,  und  es  wird  sich  in  der  Tat  ergeben,  daß  dies  ein- 
treten kann.  Andererseits  kann  man  die  Ga  gewiß  so  annehmen, 
daß  dies  nicht  eintritt,  denn  die  ^-Funktion  müßte  ja  sonst  in 
allen  'p  Argumenten  identisch  verschwinden.  Wir  werden  nun 
vorläufig     verlangen,     daß    die    G^    solche    Werte    haben,    wofür 

Die  Funktion  F{t)  verhält  sich  im  ganzen  Einheitskreise 
analytisch.  Sehen  wir  zu,  wie  sich  dieselbe  den  Substitutionen 
der  automorphen  Gruppe  gegenüber  benimmt.  Wir  gehen  vom 
Fundamentalbereiche  f^  der  Gruppe  aus.  Darin  verhält  sich  F{t) 
analytisch  und  läßt  eine  analytische  Fortsetzung  über  jede  der 
4p  Randstücke  A^^,  A~,  B*,  B~   hinaus  zu.    Wegen  der  Perioden- 

1)  Neumann,  Abcische  Integrale,   2.  Aufl.,    1884,    Kap.  13. 
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eigenschaften    der    Funktion    '&{u-i^,  .  .  .,  Up),    Kap.  7,   §  11,    ergibt 
sich  sofort,   daß 

oc  =  l,  .  .  .,  'p. 

1.  Satz.  Die  Funktion  F{t)  hat  f  Wurzeln  in  %,  sofern 
F{t)^Q. 

Zum  Beweise  berechnen  wir  das  Integral  (vgl.  Bd.  I,  Kap.  7, 
§  11,   3.  Satz,   S.  350) 

(3)  ^JdlogF{t),  F^^Q^'-"^ 

über   den   ganzen   Band   von   f^   hin- 
erstreckt.   Nun   ist   wegen    (2) 


/-2(/+/-/-/). 

C  aI      bI       Aa       Ba 

f-f=fd  log  i^[La  m  -  d  log  F{t)  =f0  •  dt  =  0; 

A-a       -^ü        Act  -^ß 

f-f=fä  logF[L,^«  (<)]  -  d  hg  F{t) 

■ßß       -Bß       -Bu 

=  Cd[—'2>Uc,{t))  =  —  1Ua{t)    =^27Ti. 

B-  -B« 

Dabei  ist  jedes  Integral  im  Sinne  des  Pfeiles  hinzuerstrecken. 
Demgemäß  hat  obiges  Integral  den  Wert  f,  und  hiermit  ist  der 
Satz  bewiesen. 

2.  Satz.   Bezeichnet  man  die  p  Wurzeln  von  F{t)  mit  rji,  .  .  ., 
Yjj),  SO  ist 

'^aiVl)  +   •  •  •  +  Uairjj,)  =Ga,  (X  =  1,   .  .  .,  p, 

d.  h. 

p 

Jc  =  l 

sofern  in  geei-gneter  Weise  über  die  additiven  Konstanten  in  den 
Ua{t)  yassend  verfügt  worden  ist. 
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Zum   Beweise   entfernen   wir   die    Punkte   7]a   aus    %   vermöge 
kleiner   Kreise   und   erstrecken   das    Integral 

^/«„(()<JlogF(J) 

über  den  ganzen  Eand  des  also  entstehenden  Bereichs.  Nach 
dem  Cauchyschen  Integralsatze  muß  der  Wert  desselben  gleich 
Null  sein.   Die   Kreise  liefern   den   Beitrag 

—  uAVi)  —  •  •  -  —  Uairij,), 
und   es   erübrigt   noch,   den   Wert   des   Integrals 


lJu„{t)dlogF{t), 


2 
c 

über    den   ganzen  Band  C  von  f^  in  positivem  Sinne  hinerstreckt 
zu  berechnen. 

Auf   Grund  der  Beziehungen  (2)  ist  hier 

f-f-fuALAt)]  d  log  F[LJt)]  -  u,{t)  d  log  F{t), 
log  F[L,{t)]  =  log  F{t), 


'■u       ^a       ■^a 


also 


f-f=0  oc=^a; 

f-  f=  fTtid  log  F(0  =  71%  log  F{t)  I 

A+  A-  A-  -^11 


■4fi         An        Ä 


a       -^n       -^(T 


=  Ini  {G^  — w„(y  —la,,,]  +  ^7iiM„7ti, 


wo  M^  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 
Des  weiteren  ist 

f-f=fu„[L^^,MdlogF[L^^^{t)]-u„{t)dlogF{t), 

B(i      Ba      -Bit 

log  F[L,^„(0]  =  log  F{t)  +  2G,  -  2ujt)  -  a,,. 
Mithin  ist 
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f-  f=  f[ujt)  +  a,J   [dhgF{t)--2  dujt)} -u,{t)d  log  F{t) 


Br,  B-,  Br. 


=  fa,J  \ogF{t)  -  2(w,(t)  +  a„,)  d  u,{t) 
=  -  2fu„{t)du,{t)  +  ^7TiN,a„,, 

BZ 

WO   Na  eine   ganze   Zahl    bedeutet   und   u„{t)   am   Eandstücke   B~ 
her  integriert  wird. 

Daraus   ergibt    sieh    endgiltig   die   Auswertung 

2^  fu,{t)d\0g  F{t)  =  G,  -  K„  +  M^Tli  +  2  ^\  ^oa, 

c  ""■^ 

wobei 

Die  Bedeutung  dieses  Kesultats  liegt  darin,  daß  die  Zahlen 
K^  Konstanten  sind,  —  daß  sie  namentlich  nicht  von  den  G^, 
sondern  nur  vom  vorgelegten  algebraischen  Gebilde  abhängen.  In 
der  Tat  können  wir  die  Normalintegrale  Ua{t)  nun  so  wählen,  daß 
die   neuen   K^  sämtlich  verschwinden.    Sei   nämlich 

Üa{t)  =  Ua{t)   +  Fa, 

wobei   Fa    eine    unbestimmte    Konstante    bedeutet.    Aus    der    Dar- 
stellung von  K^  folgt  nun,  daß 

und   darum    braucht   man  nur 

r  =   ^'^ 

"     p  —  i 

zu   setzen,   um   das   gewünschte  Eesultat   zu   erzielen.   Hiermit   ist 
also  der  Satz   bewiesen. 

§  9.    Die   Nullstellen  von  'd{t\,  .  .  .,  Vj,). 

1.  Satz.  Die  Wurzeln  der  Funktion  '&{vi,  .  .  .,  Vj,)  bestehen  aus 
den   Punkten  des  Gebildes 

(I)  u^=w„(.Si)  + hw«(s^_i),         a=l,...,p, 

wo   («1,  .  .  .,  Sp_j)   beliebig    im    Baume   {%)j,-i=  {%,-•'■>%)   liegt- 
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Wir  wollen  zuerst   beweisen,   daß 

(1)  ^^(^1,  .  .  .,  v^)  =  0, 
wo 

(2)  Va=w«(si)+ hw«(Sp_i),         oc=l,...,jp, 

und  (Si,  .  .  .,  Sp_i)  ein  beliebiger  Punkt  von  {%)p-i  ist.  Sei  c 
ein  Punkt  von  ^.  Dann  können  wir  in  beliebiger  Nähe  des 
Punktes  {s^,  .  .  .,  Sp_j_,  c)  einen  Punkt  (s'i,  .  .  .,  s'p_i,  c')  finden, 
der  nicht  verknüpft  ist.   Sei 

G'a  =  '«^a(4)  + h  w«(Sp_i)  +  wjc'). 

Ist  nun 

F(0  =  ^(.  ..,'^„(0-  Gl,  ...)^0, 

so  hat  F(i)  p  Wurzeln  rji,  .  .  .,  r]!,;  und   zwar  ist 

Da  aber  die  Punkte  {s'i,  .  .  .,  s'p  _i,  c)  nicht  verknüpft  sind,  so 
müssen  diese  eben  mit  den  ?^i.  .  .  .,  r]j,  zusammenfallen.  Insbe- 
sondere ergibt  sich  also,  daß 

^{...,u^{c')-g:,...)  =  o, 

d.  h. 

l9(.   .   .,  —U^{s[)  —  .   .   .  —Ua{s'j>-l),    .   .   .)=  0, 

und   darum   muß   auch  ,   weil   die  ^-Funktion   eine   gerade   Funk- 
tion ist, 
(3)  ^(.  .  .,  u^{s[)  4  •  •  •  +  u,{s'r,-r),  .  .  .)  =  0. 

Sollte  dagegen  P  (i)  =  0 ,  so  wird  t  =  c'  sicher  eine  Wurzel 
sein,  und  damit  gelangt  man  wieder  zur  Gleichung  (3).  Auf 
Grund  der   Stetigkeit  der  i9- Funktion  schließt  man  nunmehr  von 

(3)  auf  (2). 

Bedeutend  schwieriger  ist  aber  der  Beweis  des  anderen  Teiles 
des  Satzes,  daß  nämlich  jede  Wurzel  (v)  sich  in  der  Form  (2) 
darstellen  läßt.  Der  Übersichthchkeit  halber  beschränken  wir  uns 
auf  den  Fall  p  =  3 . 

Hilfssatz.  Drei  heliehige  Zahlen  Ci,  Cg,  Cg  lassen  sich  in  der 
Form  darsteUeji: 

(4)  Ca  =  W„(Ci)   +    W«(f.,)   +  ^^(Cg) 

—  Uaidi)  —  U^id^)  —  Ua{d^), 

wobei  Ca,  da  'passend  in  ^  gewählt  sind. 


§  9.  Die  NuUstellen  von  &  {v.^ , .  .  . ,  Vj,)  653 

Sei    (^1,  A^,  A3)    ein    Punkt,    wofür    ??(%,  %,  Wg)    nicht    ver- 
schwindet : 

^(^1,  A^,  ^3)  +  0,     also  auch     ^(—  A^,  —  A^,  —  A^)  4=  0. 
Sei  ferner   x  ein  behebiger  Punkt  von  g.   Dann  ist  sicher 

Nach  dem  2.  Satze  hat  also  diese  Funktion  drei  Wurzeln,  und 
zwar  wird 

(5)  A^  +  u^{}i)  =  ujri^)  +  u^{)]^)  -f  w^O/3). 

Seien  jetzt   Ci,  C^,  C^  drei  behebige  Zahlen.   Dann  kann  man 
sicher  Z^,  Z^,  Z3  in   der   Nähe  des   Anfangs   so   bestimmen,   daß 

A,^  C,  +  Z,,  oc=  1,2,3, 

einen  Punkt   {A)  abgibt,  worin  d-  nicht  verschwindet: 

diA^,A„A,)  ±0. 

Dasselbe  gilt  dann  fernerhin  von  jedem  Punkte  {A),  wofür  (Z) 
in  der  Nähe  des  genannten  Wertes  liegt.  Demnach  kann  man  (Z) 
außerdem   so   w^ählen,    daß   auch 

^(Zi,Z„Z3)  4=0. 
Hiernach  bestehen  gleichzeitig  die  Kongruenzen 


.     «  =  1,2,3; 

Za  +  Ua  [a)  =  u^  {dj)  +  w„  (da)  +  Uß  (da) 

wobei  H,  1  beide  willkürHch  sind.  Insbesondere  darf  man  ;<  =  A 
setzen.  Zieht  man  alsdann  die  zweite  Kongruenz  von  der  ersten 
ab,   so   ergibt   sich   damit   der  Beweis. 

Kehren  wir  jetzt  zum  Beweise  des  zweiten  Teiles  des   Satzes 
wieder  zurück!   Sei   (ß)   eine   Nullstelle  von  •&'. 

^{B„  B„  B,)  =  0, 

und  bilden  wir  die  Funktion 

0{t,  s)^d[.  .  .,u^{t)-u^{s)-B,,  .  .  .). 

Jetzt  sind  zwei  Fälle  möghch: 

I.      0{t,  s)  ^  0; 

IL      0{t,  s)  =  0. 
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Fall  I.   Hier    mögen   t^,   s  =  y   so   bestimmt   werden,    daß 

0(^0,  y)  +  0. 

Dann  wird  0{t,  y)  nach  dem  1.  Satze,  §  8,  drei  Wurzeln 
Vi'  %'  %  "^  S  liaben,  wovon  eine  mit  y  zusammenfällt,  etwa 
^■j^=y^  lind  nach   dem  2.  Satze  wird 

also  wird 

Fall  II.  Hier  bilden  wir  die  Funktion 

und   unterscheiden  wiederum  zwei  Fälle,  je  nachdem 

I.      0(^2,  h,  Si,  S2)  ^  0 
oder 

IL     0(^1,  t^,  Si,  S2)  =  0. 
Im  ersten  Falle  sei 

0(Ti,  To,  CTi,  02)  +  0- 

Dann  wird  die  Funktion 

0[t,    T2,    CTi,    (To) 

drei  Wurzeln  7^1,  7^2»  '>h  i^^  3'  haben,  wovon  zwei  mit  a^,  a^,  zu- 
sammenfallen,  etwa  t'i2  ~  Ci ,  7]3  ^  02 ,   und  zwar  wird 

Ba  +  Wa((7i)   +  ^«(^2)  —  ^„(To)   ^  W„(?^i)   +  Wa(//o)   +  W^  (%) , 

also 

Liegt   dagegen   der  zweite  Fall  vor,   so   bilden  wir  die  Funk- 
tion 

^(^1,  '2.  h,  h,  So,  .53)  = 

'&[...,  Uaih)   +  Uait.)   +  ^„(fg)  —  W«(Si)  —  W«(So)  —  WßCSg)  —  ßa.  •  •  •  )  • 

Diese  Funktion  kann  aber  wegen  des  Hilfssatzes  nicht  identisch 
verschwinden,  da  '&{ui,  U2,  u^)  sonst  auch  identisch  verschwände. 
Wählen  wir  t^,  Oa  also  derart,   daß 

0(Ti.    To.    Tg,    (Ti,    CTo,    (T3)    =H  0, 

so  hat   die  Funktion 

0{t,   T2,   T3,   (7i,   Oo,   CTo) 
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drei  Wurzeln  rn,  r}^,  ij^,  welche  eben  mit  a^,  0.2,  o^  zusammen- 
fallen.  Hieraus   ergibt   sich,   daß 

Ba  +  Ua{<yi)  +  ^„((Ta)  +  U^iOs)  —  W„  (Tg)  —  W«  (Tg) 

=  w«(r/i)  +  u^{r]2)  +  w«(?73)» 
also 

und  der  Satz  ist   bewiesen. 
Zusatz.   Ist  2?  =  3: 

so  wird  einem  Punkte  (v)  des  Gebildes  '&{vi,  V2,  V3)  =  0  ein  einziges 
Wertepaar  {s,  t)  entsprechen,  sofern  der  hyperelli'ptische  Fall  nicht 
Torliegt. 

Das  Gebilde  hat  keine  inehrfachen  Punkte.  In  der  Nähe  einer 
beliebigen  Stelle  gilt  eine  Darstellung  von  der  Form 

wo  oc,  ß,  y  die  Zahlen  1,2,3  in  geeigyieter  Beihenfolge  bedeuten 
und  f{Vß,  Vy)  sich  im  bewußten   Punkte  analytisch  verhält. 

Würde  es  nämlich  noch  ein  zweites  Wertepaar  (s',  t')  geben, 
derart  daß 

Va  =  Uu{s')  +  Ua{t'),  a=l,   2,  3, 

so  müßte 

Ua{s)   +  Ua{t)   =  Ua{s')   +  W«  (0  »  a=   1,   2,   3, 

WO  s'  ^  s,  t.  Daraus  schließt  man  aber  auf  den  hyperelliptischen 
Fall  und  umgekehrt. 

Um  den  letzten  Teil  des  Satzes  zu  beweisen,  erinnern  wir 
daran,  daß  die  Matrix  der  v^  nach  s,  t: 

II      ^a{s)  0a{t)      \\,  0C=1,   2,   3, 

in  jedem  Punkte  (s,  t)  vom  Kange  2  ist;  vgl.  Kap.  5,  §  14, 
2.  Satz. 

§  10.   Das   identische   Versch-winden  von   "&(...,  Ua{t)  — Ga,   .  .  .)• 

1.  Hilfssatz.  Bind  irgendwelche  'p  —  1  Punkte  7]i,  .  .  ..  /?j,_i 
in  %  gegeben,  so  lassen  sich  p  —  1  weitere  Punkte  ^i,  .  .  .,  |p_i 
in  ^  so  bestimmen,  daß 

(6)    u^iVi)  + h  u^{yip-i)  +  w«(^i)  +  •  •  •  +  Ua{ij,.i)  =  0. 
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Sei 

^c  =  u^iVi)  +  •  •  •  +  ^JxIp-i) 

Dann  ist 

^{A„     ...,Ä,):=0, 

also  auch 

d{-A„  ...,-A,)=^0. 

Infolgedessen  wird 

—  Aa=  w„(li)  +  •  •  •  +  w„(|j,_i), 
und  hiermit  ist  der  Beweis  gehefert. 

2.  Satz.    Verschwindet  F{t)   identisch,    so   läßt   sich   Ga   in   der 
Form  darstellen: 

(7)  G^  =  Wß(r/i)  +  •  •  •  +  u^iVv),  oc=  1,  .  .  .,  p, 

wobei  die  Punkte  rj^,  .  .  .,  7]j,  verknü'pft  sind.  Und  umgekehrt  ver- 
schwindet F{t)  identisch,  falls  Ga  durch  (7)  gegeben  wird,  wobei  die 
Punkte  fji,  '  '  -,  rjp  verknüpft  sirtd. 

Verschwindet  F{t)  identisch,  so  ist  auch 

{}(...,Ga-Ua{t),  ...)^.0. 
Nach  dem  1.  Satze,   §  9,  wird  also 

Ga  —  Ua{t)   =  W«(Si)   +    •   •   •  +  Ua(Sj>  -  i)  • 

Daraus  ergibt  sich  denn,  daß 

WO  t  willkürHch  ist,  und  hiermit  ist  der  Beweis  des  ersten  Teiles 
des   Satzes  geliefert. 

Zum   Beweise   des    zweiten    Teiles    des    Satzes   gehen   wir   von 
der   Bemerkung  aus,   daß   die  Funktion 

d(.  .  .,  Ua{t)  —  Uaith)  —  •  .  •  —  Ua{y]j>),  .  .  .) 

nach  dem  1.  Satze,  §  9,  die  Nullstollen  i]i,  .  .  .,  i]p  zuläßt.  Da 
nun  diese  Punkte  verknüpft  sind,  so  läßt  F{t)  mehr  als  p  Wur- 
zeln zu  und  verschwindet  somit  identisch. 

2.  Hilfssatz.    Damit   'Ip  —  Q,    Punkte   <i,  .  .  .,  <2p-2   verknüpft 
seien,  ist  noticendig  und  hinreichend,  daß 

(8)  uM   +    •   •   •   +  Wa(<2p-2)   =   0,  ^=    1.    .    .    .,   p, 

sei. 
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Nach  dem  Ab  eischen  Satze  wird  für  die  bewußte  Beziehung 
notwendig  und  hinreichend,   daß 

t  t 

(9)  fdu„-\ \r  fdUa^O 

sei,  wobei  die  y^  nicht  sämtHch  mit  den  t^  zusammenfallen. 

Es  kommt  uns  nun  darauf  an,  ein  besonderes  System  von 
2j»  —  2  verknüpften  Punkten  y^  zu  ermitteln,  wofür  die  Be- 
ziehung 

(10)  u^iri)  + h  Wa(72i)-2)  =  0,       a=l,...,'p, 


gilt.  Dies  geschieht,  wie  folgt.  Wir  wählen  die  Größen  Ci,  .  .  .,  £3,-1 
so,  daß 

I     0,{S,)  .       .       .       ^,_i(%)  I 


f=0, 


=F 


^i(ep-i)  .     .     .     0 


p-i  \^P-i. 


vgl.  Kap.  5,  §  14.  Dann  gibt  es  ja  bis  auf  einen  konstanten  Fak- 
tor nur  eine  Funktion 

welche  in  den  Punkten  s,^  verschwindet.  Nach  dem  1.  Hilfssatze 
gibt  es  nun  p  —  1   Punkte  Cp.  derart,   daß 

(11)  Uaiej)   +   •   •  •  +  W„(£j,_i)  +  W«(Ci)  +   •  •  •   +  Wa(Cp_i)  =  0. 

Sei 

(12)  Ga^—u^{c.i) w«(c^_i). 

Dann  ist  nach  dem  1.  Satze,   §  9, 

{){...,    u,{t)-G,,  ...)^0, 
und  darum  ist  nach  dem  2.  Satze 

(13)  Gg,  =   Wß(Ti)   +    •   •   •   +   Uai'^p), 

wobei  die  r^.  verknüpft  sind.  Aus  den  Gleichungen  (11),  (12),  (13) 
schließt   man  nun  auf  die   Gleichung 

(14)  Uaie^  +  •  •  •  +  U^{Ej,_-^)  +  W«(Ci)  =  w^(ti)  +  •  •  •  +  u^ixp), 

woraus  denn  hervorgeht,  daß  auch  die  e^,  .  .  .,  ej,_i,  c^  ver- 
knüpft sind,  und  hiermit  erweist  sich  c^  als  eine  Wurzel  von 
0{t).    Nun    kann    aber    Cj    eine    beliebige    der    p  —  1    c^   sein,  und 
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daraus  erkennt  man,  daß  die  Cy.  sämtlich  Wurzeln  von  0{t)  sind. 
Die  Punkte    e^,  Cy.  geben   somit   die  in  Aussicht  gestellten  Punkte 

yx,  ■  •  ■,  y2p-2  ab. 

Jetzt  erfolgt  der  Beweis  sofort,  denn  aus  (8)  und  (10)  er- 
gibt  sich    (9),   und   aus    (9)    und    (10)    ergibt   sich   (8). 

Wir  sind  nunmehr  in  der  Lage,  die  Werte  von  G^,  wofür 
F{t)  identisch  verschwindet,  als  die  Koordinaten  der  Punkte 
eines  bestimmten   Gebildes  anzugeben. 

3.  Satz.   Die  Funktion 

F{t)^{}[...,u,{t)-G,,...] 

verschwindet  stets  dann  und  nur  dann  identisch,  wenn  der  Punkt 
(Gl,  .  .  .,  G^   am  Gebilde 

(15)  Ga  =  —  u^{s^~---—Ua{Sj,_^ 

liegt.    Dabei    ist    [s)     ein    beliebiger    Punkt    des     Raumes     {%)p  _  2 

=  {%,.•;%). 

Der  erste  Teil  des  Satzes  erhellt  sofort  aus  dem  1.  Satze,  §  9, 
denn  danach  wird 

d{.   .  .,U^{t)   +  W^(Si)   + \-  Wa(s^_2),   .  .  .)=  0, 

wie  auch  immer  ^  s^,  .  .  .,  s^,  _  2  angenommen  werden  mögen. 
Zum  Beweise  des  zweiten  Teiles  geht  man  von  der  Voraussetzung 
aus,  daß  F{t)  identisch  verschwindet.  Nach  dem  2.  Satze  wird 
dann 

Ga  =  Ua{ih)  +   •  •  •  +  Ua{>]p),  Oi=  1,  .  .  .,  p, 

wobei  die  ?;i,  .  .  .,  r/^,  verknüpft  sind.  Dem  2.  Hilfssatze  zufolge 
gibt  es  dann  p  —  2  weitere  Punkte  s^,  nämlich  die  übrigen  Wur- 
zeln einer  in  ?/i,  .  .  .,  rjp  verschwindenden  Funktion  0{t),  derart, 
daß 

Wa('yi)   +   •  •  •  +  U^iVp)   +  ^^aih)   +   •  •  •  +  Wa(5p  -  2)   =  0 , 

und  hiermit  ist  der  Beweis  geliefert. 

Aus  den  voraufgehenden  Entwickelungen  geht  noch  folgender 
Satz  hervor. 

4.  Satz.  Die  Kongruenzen 

(IG)  Ga  =  u^iVi)  + h  Uai^h),         oc=  1,  .  .  .,p. 
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lassen  stets  eine  Lösung  zu,  wo  G^^,  .  .  .,  Gj,  willkürlich  sind  und 
rjk,    k=  1,  .  .  .,  p,  in  %  liegt. 

Liegt  der  Punkt  (G)  nickt  am  Gebilde 

(17)  Ga  =  —  Wß(%)   —  •   •   •  —  W«(S^_2), 

WO  Sjc  ein  beliebiger  Punkt  voti  %  ist,  so  sind  die  7]i,  .  .  .,  ?/p  ein- 
deutig bestimmt.  Liegt  [G)  dagegen  auf  (17),  so  kann  mindestens 
ein  Punkt  rjj.  willkürlich  gewählt  werden. 

Im  zweiten  Falle  sind  die  Punkte  7]^,  .  .  .,  rjp  verknüpft,  im 
ersten  Falle  sind  sie  es  nicht. 

§11.  Von  der  Abbildung  z^weier  Fundamentalbereiche  aufeinander. 

Wir  "wollen  einerseits  den  im  Eaume  der  {i\,  .  .  .,  Vp)  be- 
legenen Fimdamentalbereich  der  22?- fach  periodischen  Funktionen, 
welche  dem  Periodenschema  der  ^-Funktion  entsprechen,  mit  ^ 
bezeichnen.  Andererseits  sei  2t  der  Zylinderbereich  im  Eaume  der 
{rjx,  .  .  .,  rjp),  welcher  durch  den  Fundamentalbereich  ^  der  auto- 
morphen Gruppe  entsteht,  wenn  r/^  im  Einheitskreise  der  t]^- 
Ebene  beliebig  in  diesem  %  =  %a  angenommen  wird.  Es  handelt 
sich  um  die  Abbildung  von  ^  und  2(  aufeinander  vermöge  der 
Beziehungen 

(18)  Va  =  jdua^ \- f  dua,  c\  =  ].... ,2?. 

Yl  Yp 

Jeder  Punkt  (>/)  =  {rji,  .  .  .,  i]^  von  21  führt  zu  einem  ein- 
zigen Punkte  (y)  =  (Ui,  .  .  .,  v^  von  ^.  Dagegen  fülu-t  ein  Punkt 
[v)  von  ^  im  allgemeinen  zu  p\  getrennten  Punkten  von  91. 
Liegt  nämlich  {v)  nicht  auf  der  Ausnahmemannigfaltigkeit  (17), 
§10: 

93li,  -  2=  ^a  =  —  Ua{Si)  —  •   •  •  —  Wß(-3p  -  2)  . 

WO  Sjc  beliebig  im  automorphen  f^  angenommen  wird,  so  wird  es 
ein  einziges  Wertesystem  ij^,  .  .  .,  i^p  geben,  welches  den  Kon- 
gruenzen (18)  genügt,  wobei  nun  t],^  in  ^^  liegt.  Im  allgemeinen 
werden  keine  zwei  dieser  rjj,  gleich  ausfallen.  Dann  gibt  es, 
den  p!  Permutationen  der  tji,  .  .  .,  1]^  entsprechend,  p!  getrennte 
Punkte  von  2{. 

Insbesondere  können  mehrere  dieser  Pmikte  zusammenfallen, 
ohne  daß  alle  p  verknüpft  seien.  Denken  wir  beispielsweise  an  den 
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Fall  p  =  3  mid  ziehen  wir  die  Tangente  in  einem  Punkte  {rj') 
der  Noeth ersehen  Normalkurve,  C4.  Sei  {rj'")  ein  Punkt  der 
Kurve,  welcher  nicht  auf  der  Tangente  liegt.  Nehmen  wir  den 
Punkt  (//)  =  (>/")  zweimal  und  als  dritten  Punkt  noch  {rj'"), 
so  w^erden  diese  nicht  verknüpft  sein.  Wohl  aber  wird  die  Deter- 
minante  der   Transformation   (18) 

^i(^i)      ^2{m)      ^z{rix) 

D{rii,  ri2  >ris)=     0i  {^2}      ^2  im)      ^z  iVz) 

^liVs)      ^2(>?2)      ^3(^3) 

verschwinden.   Die  Bedingung 

-Dfe,  r]2,  %)  =  0 

ist  zwar  notwendig,  damit  die  Punkte  (?;)  verknüpft  seien,  sie 
reicht  aber  nicht  hin,  denn  im  genannten  Beispiel  müßte  noch 

0^{r|')      0^{ri)      0,{ri) 
^'i{ri)       <^2{V)       ^M) 

^l(>/")      ^2{V"')       ^3(V") 

verschwinden. 

Dieses  Beispiel  dient  zur  Klärung  des  Sachverhalts.  Das  Ge- 
bilde 

(19)  D(^„...,7?,)  =  0 

besteht    allgemein    zum    Teil    aus    den    Gebilden 

(20)  r/«— 7/^j=0,  oi=^ß,         oc,  ß  =  1,  .  .  .  'p, 

zum  Teil  aber  auch  aus  anderen  in  5(  analytisch  verlaufenden  Ge- 
bilden, welch  letztere,  wegen  des  invarianten  Verhaltens  der  Funk- 
tionen ^a(Oj  im  Sinne  der  Analysis  situs  ebenfalls  abgeschlossen 
sind. 

Sei  [t])  =  {if)  eine  Stelle  von  (19),  die  nicht  auf  (20)  hegt, 
und  sei  2)(r/i,  .  .  .,  rj,,)  ein  in  {rj^)  irreduktibeler  Faktor  von 
D{r]i,  .  .  .,  t]p).  Wir  wollen  (>y°)  fernerhin  so  armehmen,  daß  kein 
zweiter  von  2)  verschiedener  solcher  Faktor  dort  verschwindet,  und 
außerdem  soll  mindestens  eine  der  Ableitungen  d^jd)]a  =4=  0. 
Darm  liefert  jede  in  der  Nähe  von  (/;°)  belegene  Stelle  des  Ge- 
bildes 

(21)  5)(7?i,  •...^x>)  =  0 


I 
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ein  verknüpftes  Wertesystem  rji,  .  .  .,  ?/j,.  Knüpfen  wir  an  die  Ent- 
wickelungen  von  Kap.  2,  §  20,  an,  so  sehen  wir,  daß  entweder 
Fall  I.  oder  Fall  II.  vorliegen  muß.  Und  nmi  erkennt  man,  daß 
PaU  I.  ausgeschlossen  ist,  da  das  Abbild  von  (21)  im  (v)-Raume 
sonst  eine  komplex  (p  — l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  sein 
würde,  das  Abbild  liegt  aber  in  der  Tat  auf  Tip  _  2  • 

Ist  dagegen  (r/")  ein  Punkt  eines  Gebildes  (20),  worin  kein 
zweiter  in  {r]°)  irreduktibeler  Faktor  verschwindet,  so  geht  aus 
denselben  EntT\-ickelungen  hervor,  daß  hier  Fall  I.  vorliegt,  wie 
wir  sogleich  des  näheren  ausführen  woUen.  Die  Umgebung  von 
{ff),  die  zu  (20)  gehört,  ^ird  hier  wohl  auf  eine  (p  —  l)-fach  aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit  abgebildet,  und  die  p-fach  ausgedehnte 
Umgebung  von  (?]°)  wird  auf  ein  kanonisches  Flächenstück  (hier 
Volumenstück)  des  (■ü)-Eaumes  bezogen,  Kap.  7,   §  19. 

In  der  Tat  handelt  es  sich  hier  um  die  Mannigfaltigkeit, 
welche  durch  (19)  dargestellt  wird,  indem  etwa  r;-^  =  r]^  gesetzt 
wird  und  die  %?•••>  ^p  als  unabhängige  Variabelen  angesehen 
werden.  Die  Matrix  der  Ableitungen, 


wird  hier 

2 

^1(^2)     . 

dVa 

^xiV.)    ' 

a  =  1 , . 
^  =  2,. 

^viV2)        . 

^Av^) 

und  diese  ist  ja  eben  vom  Range  p  —  1,  vgl.   Kap.  5,   §  14. 

Wir  können  das  Ergebnis  in  folgenden  Satz  zusammenfassen. 

Satz.  Durch  die  Gleichung 

0i(r/i)      .      .      .     0^(7;i) 


^liVp) 


^Avv) 


werden  zweierlei  im  Bereiche  (^)j,  =  (^  ,  .  .  .,  ^)  abgeschlossene  Ge- 
bilde definiert,  und  zwar  sind  das  a)  die  Gebilde 

r]a  —  Vt'}=0,  oc,  ß=  1,  .  .  .,  f; 

b)    die    übrigen.    Jedes   Gebilde    a)    ist   ein   ?nerkwürdiges^)    Gebilde, 


1)  Vgl.    Bd.  I,    Kap.  8,    §  2.    Es    handelt   sich    hier   um   eine    evidente 
Verallgemeinerung  dieses  Begriffs  auf  Funktionen  mehrerer  Variabelen. 
Osgood,  Funktionentheorie  II,  2  43 
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dessen  Ahhildujig  im  {v)- Baume  also  ein  Verzweigungsgehilde  ab- 
gibt. Dagegen  werden  die  Funkte  der  übrigen  Gebilde  in  Funkte  von 
äRp  _  2  übergeführt. 

Im  übrigen  wird  durch  dieses  Beispiel  eine  interessante  all- 
gemeine Frage  beantwortet.  Kann  es  eine  Transformation  (A), 
Kaf.  1,  §  19,  m  —  n,  geben,  wodurch  ein  eyidlicher  Bereich  des 
{u)  -  Baumes  bis  auf  Mannigfaltigkeiten  niederer  Ordnung  (1 ,  jV)  - 
deutig  und  analytisch  auf  einen  mehrfach  überdeckten  Bereich  des 
{x)- Baumes   abgebildet  wird,   wobei   ein    Teil   des  Gebildes 

a  (Ml, . . . ,  M„) 

zu  Fall  I.,  ein  Teil  zu  Fall  IL,  S.  143,  gehört?  Wie  man  sieht,  ist 
die  Frage  zu  bejahen. 

§  12.  Die  28  Doppeltangenten  der  C^. 

Damit  eine  Gerade  zu  einer  Doppeltangente  einer  C^  wird, 
ist  nach  dem  2.  Hilfssatze,   §  10,  notwendig  und  hinreichend,  daß 

(1)  2m,(/^i)  +  2w„(^y2)  =  0,  <x  =  1,  2,  3, 
oder  auch 

(2)  Ua  [rii)  +  Wa  M  =  y  , 

(3)  SJß  =  ga^'i'  -\-  K  «al  +  K  «02  +  K  ttaz, 

wo  (/a,  /iß  unabhängig  voneinander  die  Werte  0,  1  durchlaufen. 
Es  handelt  sich  ja  im  wesentlichen  um  die  2^=  G4  ??- Charakte- 
ristiken 

Eine  solche  Charakteristik  heißt  bekanntlich  ungerade,  falls 
<Ji  h  +  (J2  K  +  (Jz  h  =  1  (mod  2) , 

sonst  aber  gerade.  Es  gibt  28  ungerade  und  36  gerade  Charakte- 
ristiken. 

Wir  haben  Kap.  7,  §  11,  gesehen,  daß 

(4)  ^(•••,^',  •••)=0. 
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falls  Wu.  einer  ungeraden  Charakteristik  entspricht.  Nach  dem 
1.  Satze,   §  9,  "wird  also 

(5)  Wß('h)  +  Wa('?2)  =   y, 

und  da  wir  nun  den  hyperelliptischen  Fall  ausschließen  wollen, 
so  werden  i]^,  r]^  dadurch  eindeutig  bestimmt.  Hiermit  erhält  man 
schon  die  28  Doppeltangenten. 

Beispiel.  Die  28  Doppeltangenten 
können  insbesondere  im  Falle  einer  reellen 
C4  sämtlich  reell  sein,  wie  aus  dem 
Beispiel  ersichthch: 

ü^~  —  koißyd=  0, 

wo  Q=0  einen   Kegelschnitt   und   (x=0, 

°  •  Fig.  52. 

ß  =  0,   usw.    Geraden  vorstellen.   Lisbeson- 

dere  werden  die  Berührungspunkte  rj^,  7^3  hn  allgemeinen  getremit 
voneinander  sem,  sie  können  aber  auch  zum  Teil  zusammen- 
fallen,  falls  etwa  cc  =  0  den  Kegelschnitt  berührt. 

§  13.  Abelsche  Funktionen. 

Sei  H{t)  eine  absolute  Invariante  der  automorphen  Gruppe, 
welche  nur  keine  Konstante  ist,  und  sei  n  die  Anzahl  der  in  % 
befindlichen   Pole   von   H{t).    Durch    die    Gleichung 

(1)  z=^H{t) 

wird  %  auf  eine  w- blättrige  algebraische  Kiemannsche  Fläche  ab- 
gebildet. Sei  (fi,  .  .  .,  Vj,)  ein  Punkt,  der  nicht  auf  Tip.  2,  §  11, 
liegt,  und  sei 

(2)  V„  =  W^(/;i)  + h  U^{i]p),  cX=  1,  .  .  .,  p. 

Dann  werden  j]^,  .  .  .,  rjj,  eindeutig  bestimmt.  Indem  wir  H{)]a) 
mit  Za  bezeichnen: 

bilden  wir  die  symmetrischen  Funktionen  der  (?^i ,  .  .  . ,  >?j,) : 

zl  +  zl  +  .-.  +  z';,-^F,{ri„  ...,.?,), 

fc  =  1,  .  .  .,  n. 
Sei 

43* 
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Dann  wird  sich  0^  nach  Kap.  7,  §  19,  Ende,  zunächst  im 
kleinen  meromorph  verhalten.  Nach  dem  Hartogsschen  Satze, 
Kap.  3,  §  15,  wird  0^.  aber  auch  in  den  Punkten  von  9)1^  _  2 
meromorph  sein,  womit  sich  denn  0j.  als  ausnahmslos  meromorph 
im  Endlichen  erweist.  Dem  Entstehen  dieser  Funktion  gemäß 
läßt   sie   die  Perioden    des    ??- Schemas    zu. 

Alle  Funktionen,  welche  sich  rational  aus  den  Funktionen 
0^,0^,...  zusammensetzen,  heißen  Ahelsche  Funktionen.  In  den 
Fällen  p=l,2,3  decken  sich  diese  geradezu  mit  den  2p-fach 
periodischen  Funktionen  von  p  Argumenten.  Ist  dagegen  p  >  3, 
so  geben  sie  die  allgemeinsten  22?-fach  periodischen  Funktionen 
nicht  ab,  da  die  Anzahl  der  sogenannten  Moduln'^)  des  alge- 
braischen Gebildes  Sp — 3  beträgt,  die  Anzahl  der  o^^, 
öc,    ß  =  1 ,  .  .  .,  f,    üaß  =  aßa ,    aber  größer  ist,   nämlich 

1  +  2+  .  .  .  +  p=  ip(p  +  1). 

Die  y»  Größen  z^  sind  offenbar  Wurzeln  einer  algebraischen 
Gleichung  p-ten  Grades, 

(3)       z^  +  A^{t\,  .  .  .,  t;^)2^-i  +  •  •  •  +  A^{i\,  .  .  .,  v;)  =  0, 
wobei  Aa{vi,  .  .  .,  Vp)  eine  Abelsche  Funktion  ist. 

§  14.   Fortsetzung.   Das  Additionstheorem. 

Die  Abelschen  Funktionen  lassen  ein  algebraisches  Additions- 
theorem zu.   Der  Übersichtlichkeit  halber  nehmen  wir  p  =  3   und 


1)  Unter  den  Moduln  versteht  man  die  absoluten  Invarianten  eines 
algebraischen  Gebildes  von  einem  gegebenen  Geschlechte,  p.  Als  Fundamen- 
talbereich für  das  Gebilde  kann  man,  den  Integralen  u^,  .  .  .,  Uj,  erster 
Gattung  entsprechend,  p  Periodenparallelogramme  nehmen,  welche  durch 
die  geringste  Anzahl  von  Verzweigungspunkten, 
nämlich  2p  —  2,  miteinander  verbunden  werden. 
Da  man  durch  lineare  Transformationen  der  w^, 
erreichen  kann,  daß  eine  Seite  eines  jeden  Pa- 
rallelogramms auf  eine  Konstante  reduziert  wird, 
so  repräsentieren  die  Parallelogramme  nur  p  Para- 
meter. Endlich  kann  nian  das  ganze  System  einer 
linearen  Transformation  z'  =  az  unterziehen,  wo- 
durch denn  die  bisher  erhaltene  Anzahl  von  Para- 
metern um  1  erniedrigt  wird.  So  kommen  denn 
schließlich 

Fig.  53.  2p  —  2  +  p  —  1  =  3p  —  3 

wesentliche  Parameter  oder  absolute  Invarianten  dabei  heraus;   Riemann, 
Journ.  für  Math.  54  (1851),  S.  134=   Werke,  2.  Aufl.,  S.  120. 
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deuten   wir   das   algebraische    Gebilde   als   eine   ebene 

C'4:  F^{x,  X)  =  0. 

Sei 

(1)  Ua  =  Uc,{Xi)   +  Ua{X2)   +  UaiXa), 

(2)  Va  =  Wß(?/i)  +  w«(?/2)  +  u^{y^), 
(B)                           Wa=  w^(^i)  +  w«(^2)  +  w«(%), 

(4)  iüß  =  w„  +  i?tt,  a  =  1 ,  2,  3. 

Dabei  mögen  die  Punkte  (u),  {v)  zunächst  nicht-spezialisiert  sein, 
insbesondere  mögen  sie  nicht  auf  der  Ausnahmemannigfaltigkeit 
SDIj,  _  2  =  3)^1 ,  §11>  liegen,  und  außerdem  sollen  x^,  ya  weder 
Verzweigungspunkte  der  vierblättrigen  Eiemannschen  Fläche  F 
sein,  noch  im   Unendlichen  liegen.   Im  übrigen  soll 

Xa^Xß,  ya^y,3,  a,/3=l,2,3,  (X  ^  ß. 

Endlich  soll  dasselbe  auch  von  {w)  und  den  Za  gelten.  Wir  denken 
uns  nänüich  (w)  und  (v)  —  oder  auch  {x)  und  {y)  —  als  die  im- 
abhängigen  Variabelen,  wodurch  denn  {w)  resp.  (z)  bestimmt 
wird.  Es  sei  noch  bemerkt,  daß  die  Punkte  Xi,  x^,  x^  nicht 
verknüpft  sind,  und  ebenso  die  yi,  y^,  yz,  sowie  die  z^,  z^,  z^. 
Ziehen  wir  noch  die   Gleichimg  (3),   §  13,  heran, 

(5)  x^  +  ^iK,  u^,  Uz)x^  +  •  •  •  +  ^43(^1,  %,  W3)  =  0, 
so  gelten  auch   die   beiden  anderen    Gleichungen, 

(6)  ?/  +  A^{Vi,  V2,  ^'3)jf  + 'r  Ä3{Vi,V2>  h)  =  0, 

(7)  z^  +  ^i(tti,  w^,  Ws)z^  4-  .  .  .  +  A^iwi,  W2,  Ws)  =  0. 

Die  Funktionen  Äa{i\,  v^,  v^),  (X  =  l,2,  3,  p  =  3,  wollen  wir  als 
die  elementaren  Abelschen  Funktionell  bezeichnen.  Jetzt  können  wir 
das  Resultat  aussprechen,  dessen  Beweis  wir  sogleich  ausführen 
wollen. 

Additionstheorem  der  Abelschen  Funktionen.  Jede 
elementare  Ahelsche  Funktion  Ac,{wi,  .  .  .,  Wp),  oc  =  1,  .  .  .,  p,  läßt 
sich  durch  die  elementaren  Abelschen  Funktionen  Aa{Ui,  .  .  .,  wj, 
Aa{vi,  .  .  .,  Vj,) ,    oi  =  1 ,  .  .  .,  p,  algebraisch  ausdrücken, 

(A)    G^[A^{Ui-^  i\,  .  .  .,Uj,-j- Vj,), 

Aiiui,  .  .  .,  Wp),  .  .  .,   Aj,{vi,  .  .  .,  ü„)]   =  0, 
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wobei  Ga{W,  ü^,  .  .  .,  ü^,,  V\,  .  .  .,  Vj,)   ein   irreduktiheles   Polynom 
fositiven  Grades  in  W  ist  und  identisch  verschivindet,  wenn  man 

?.  =  1,  .  .  .,  p, 
setzt. 

Zum  Beweise  zeichnen  wir  die  Punkte  Xa,  ya  auf  der  C^  auf 
und  legen  eine  adjungierte   Kurve  durch  dieselben.   Im  vorliegen- 
den     Falle      ist      jede 
^^  I/ä~]/^  Kurve     adjungiert ,     da 

'a^^7a7~~~-7-r^j      die  C4  keine  mehrfachen 

"T'- — (— -H ^—^—r^  Punkte    hat.    Wir    neh- 

^'   z.  z,,  £,  ^2^^  .  r        •     . 

men     eme     adjungierte 

Kurve   etwa   niedrigster 

Ordnung,    hier    eine    C3,    und    lassen    dieselbe    durch    drei    weitere 

feste  Punkte  a-^,  a^,  a^  hindurchgehen.   Seien  ^1,  ^^^  ^3  ^i^  übrigen 

Schnittpunkte  der  C3  mit  der  C^. 

Sodann  legen  war  eine  zweite    adjungierte    Kurve,   C3,   durch 

die  Punkte  1«,  a^,  und  e«,  wobei  das  Normalintegral,  §  8, 


Ua{x)  =rdUa{x). 


Seien  z[,  z^,  4  die  übrigen  Schnittpunkte  der  C'^  mit  der  C^. 
Dann  sind  die  Punkte  Xg,,  ya  korresidual  mit  den  Punkten 
z'^,  e„,   und  darum  wird  nach  dem  Ab  eischen  Satze,  Kap.  6,  §  1, 

(-       Xi        X.         x^        2/,         y,.         \u- 
j +/+/+/+/'+/  )^w„(a;)^0,     «  =  1,2,3. 

Indem  man 

^üf         ^a        ^ce 
^a         *ür  *u 

setzt,  geht  die  Kongruenz  (8)  über  in 

(^)  Wa(a;i)  +  w«(x,)  +  ^«(0:3)  +  Wa(?/l)  +  w„(?/2)  +  ^«(l/a) 

Hieraus  ergibt  sich,  daß  die  Schnittpunkte  z-^,  4»  H  ^"^^  ^3 
mit  den  durch  (3)  bestimmten  Punkten  z-^,  z^,  z^  identisch  sind, 
da    letztere    sonst    verknüpft    waren.    Der    Beweis    des    Satzes    be- 
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steht    also    darin    zu    zeigen,    daß    die    elementaren    symmetrischen 

Funktionen 

^i  ~r  ^2  ~r  ^3 ' 

%  '^2  ^3  » 

durch  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  von  x^,  x.^,  Xg 
und   ijx,  1/2 j  Vz  algebraisch  ausdrückbar  sind. 

Der  algebraische  Teil  des  Beweises.  Wir  setzen  die  Cg  mit  un- 
bestimmten Koeffizienten  an  und  verlangen,  daß  dieselbe  durch 
die  neun  Punkte  (x^,  X^,  {ija,  Y^),  (a^,  Aa)  hindurchgehe.  Hier- 
mit werden  die  Koeffizienten  als  rationale  ganze  Funktionen  der 
(Xa,  Xa),  {ija,  Yß)  bestimmt,  und  zwar  erweisen  sich  dieselben 
als  symmetrisch  in  den  (a;^,  X^),  cc=l,2,3,  sowie  in  den 
{ija,  Y«),    ÖC=1,2,3. 

Zur  Erhaltung  der  ^^  bilde  man  die  Eesultante  der  C^  und 
der  Cg.  Dieses  Polynom  12-ten  Grades  in  x  läßt  9  bekannte 
Wurzeln  zu,   es   bleibt   also   die    Gleichung  übrig, 

(10)  B^e  +  Si|2  4_  B^j  +  ßg  =  0, 

wobei  Bk  ein  symmetrisches  Polynom  in  den  {x^,  Xa),  sowie  in 
den  {ya,  Y«),  a=  1,  2,  3,  ist.  ^ 

Indem  man  nun  eine  Cg  durch  die  9  Punkte  (e^.  Ea), 
[tta,  Aa),  {ia>  ^a)  l^gt,  erweiseu  sich  die  Koeffizienten  der  C3 
als  Polynome  in  !„ ,  £"„ ,  die  symmetrisch  in  den  (1^ ,  Ea) , 
a  =  1 ,  2 ,  3 ,  sind. 

Die  übrigen  Schnittpunkte  der  C3  mit  der  Q  werden  durch 
eine  der   Gleichung  (10)   analoge   Gleichung 

(11)  Co2"  +  C,z'^  +  C,z'  ^C,=  0 

gegeben,  wobei  die  C^  Polynome  in  1^,  S^,  die  symmetrisch  in 
den  (^ß,Sß),  (X=l,2,  3,  sind.  Da  nun  die  elementaren  sym- 
metrischen Funktionen  der  z[,  4,  4  durch  Quotienten  der  C^ 
ausgedrückt  werden,  so  ergibt  sich,   daß 

^a(Wl  +  ^1,  U2  +  V2,  Wg  +  Ug)  =   Bai^i,  ^1;    I2,  ^2',    ^3>  ^z) , 

a=  1,  2,  3, 

wobei  Ba  symmetrisch  in  den 

{l3,^ß),  /3=1,2,3, 

ist. 
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Bisher  war  nur  immer  von  der  Symmetrie  in  den  drei  Punk- 
ten der  C4:  Xi,  Xo,  x^  resp.  ?/i,  y^,  y-s  usw.  die  Eede.  Jetzt  kommt 
es  auf  eine    andere    Symmetrie   an.    Seien    nämlich 

X^''\  ^^1,2,3,4, 

die  4  durch  die   Gleichung 

F,{x,  X)  =  0 

definierten  Werte  von  X  im  Punkte  x  der  schlichten  Ebene.  Wir 
bilden  nun  das  dreifache  Produkt 

II  M«  (%  +  ^l>    %  +  ^'2'   %  +  "^'3) 

^a\^l>    "1       J   ?2'    '-2       '   ?3'    "3      /(' 

wobei  ßi,  ßz,  ßz  unabhängig  voneinander  die  Werte  1 .  •  •  • ,  4 
durchlaufen.   Dadurch   entsteht   ein  Polynom  in  Aa, 

dessen  Koeffizienten  rationale  symmetrische  Funktionen  von 
^i>  ^2y  ^3  sind  und  sich  somit  rational  durch  die  Koeffizienten  B^ 
in  (10)  ausdrücken  lassen.  Fernerhin  sind  die  B^  und  also  auch 
die  Ek  rationale  Funkionen  der  x^,  X^,  ya,  Ya>  welche  insbe- 
sondere symmetrisch  von  den  (x^jX^),  a=l,2,  3,  sowie  auch 
symmetrisch  von  den  (?/«,  Ya),  oc  =  1,  2,  3,  abhängen. 
Jetzt   bilden  wir  das  6 -fache  Produkt 

112 E,{x„  Z(/'>;  x„  Xr^>;  x„  A7">  : 

y„Y^^^;y„Y^^;y„Y^^)W'-\ 

wobei  Eq=  1  und  ßi,  ßz,  ßs,  y\,  72»  73  unabhängig  voneinander 
die  Werte  1,  2,  3,  4  durchlaufen.  Hierdurch  entsteht  ein  Poly- 
nom in  W,  dessen  Koeffizienten  rationale  symmetrische  Funktio- 
nen der  T-i,  x^,  x^  einerseits,  sowie  der  y-^,  y^,  y^  andererseits  sind. 
Dieselben  lassen  sich  somit  rational  durch  die  elementaren  symme- 
trischen Funktionen  der  Xy,  x^,  x^  und  diejenigen  der  y-^,  y^,,  y^, 
und  darum  auch  rational  durch  die  A^iu-^,  Uo,  u^),  Aa{Vi,  V2,  V3) 
ausdrücken. 

Hebt  man  den  gemeinsamen  Nenner  der  Glieder  dieses  Poly- 
nomes  fort,  so  entsteht  ein  Polynom,  welches  identisch  ver- 
schwindet, wenn 

W  =  Aa{ui  +  rj,  W2  +  i\,  W3  +  rg) 


§  14.  Fortsetzung.  Das  Additionstheorem  669 

gesetzt  wird.  Demgemäß  läßt  das  Polynom  einen  irreduktibelen 
Faktor  zu,  welcher  ebenfalls  für  diesen  Wert  von  W  identisch 
verschwindet,  mid  hiermit  ist  der  Beweis  des  Additionstheorems 
mit  der  übHchen   Strenge  der   algebraischen   Geometrie  geliefert. 

Kritik  des  Beweises.  Die  erste  Lücke  besteht  darin,  daß  die 
C3  durch  die  bewußten  neun  Punkte  denkbarerweise  nicht  völlig 
festgelegt  wird,  und  es  ist  algebraisch  auch  nicht  klar,  daß  die 
neun  Punkte  zur  Vermeidung  dieses  Mißstandes  abgeändert  wer- 
den können.  Vermöge  der  Uniformisierung  der  C4  durch  die  auto- 
morphen Funktionen, 

F^{x,X)  =  0,  x=(p{t),  X=xp{t), 

wird  das  Bedenken  gehoben.  Die  Schnittpunkte  der 

C3:  2cuix^^'=0,  k  +  l^S, 

mit  der  C4  werden  nämlich  durch  die  Wurzeln  der  absoluten  In- 
variante 

H{t)  =  2  CuH,^{t),  i?,,(0  =  [<p{t)f  [fm, 

geliefert.  Nun  sind  aber  die  Hki{t)  hnear  unabhängig,  denn  sonst 
würde  eine  gewisse  Cg  zur  C^  gehören.  Daher  ist  der  Kang  der 
Matrix 

Hooim)    Hoi{r]i)    .    .    .   ^30(7^1) 


fl'oo(^;i)    -^01  (>?;.)    •    .    •    H^oiV?) 


1  ^A  ^9, 


bei  beliebiger  Wahl  der  rji,  rj2,  •  •  -,  Vx  sicher  gleich  A. 

Fernerhin  wurde  stillschweigend  angenommen,  daß  die  drei 
Punkte  ia  i™  Endlichen  liegen,  und  es  ist  auch  wohltuend,  zu 
wissen,  daß  sie  getrennt  sind.  Sei  C;,j  =  c^i  eine  besondere  Wahl 
der  Koeffizienten,  welche  den  bisherigen  Bedingungen  entspricht. 
Eine  der  Größen,  c^-^,,  muß  4=0,  und  wir  wollen  nun  Cj^'i>  =  l 
setzen.  Die  übrigen  c^i  nehmen  wir  in  der  Nähe  von  c^i  an, 

^kl  —  ^kl  +  "/kl- 

Da  wir  die  Kurven  in  der  projektiven  Ebene  gedeutet  haben, 
so  dürfen  wir 
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setzen,  wobei  973  (0  lauter  einfache  Wurzeln  besitzt  und  diese  von 
denjenigen  der  Funktionen  (pi{t),  cp^it)  getrennt  sind.   Sei 

Es  handelt  sich  jetzt  um  die  Wurzeln  von 

G{t)  =  2c,rin{t)finm[v.m-'-'' 

Sei  t  —  Iq  eine  derselben  und  sei  t  =  t^  -\-  r.  Setzt  man 

G,,{t)  =  Vnm[nm\.n{t)f-''-' 

Gi(0)  =  0,        Gx(t)^0, 


wobei 
und 
so  ist 


denn  sonst  wäre  G{t)  =  0,  falls  Cj.i=  c^j^i  gesetzt  wird,  und  da- 
mit   wären    die   Huii^)    linear   voneinander    abhängig. 

Zerlegt    man    nun   G{t)    nach    dem    Vorbereitungssatze, 

wobei  die  A^^  von  den  y^i  abhängen,  so  erkennt  man  vor  allem, 
daß  kein  Faktor  mehrfach  auftreten  kann,  da  sonst  jede  C3  die 
C^  berühren  würde.  Des  weiteren  ist 

^<f(yoo.  •  •  -^  Yki,  ■  •  -,  rso)  ^  0. 

da  G(fo)  sonst  unabhängig  von  den  c^i  verschwinden  müßte,  d.h. 
jede   C3   würde   durch   einen   festen   Punkt   von   C4   hindurchgehen. 

Daraus  geht  hervor,  daß  man  einen  Punkt  y^i  =  y^-i  "^  der 
Nähe  des  Anfangs  finden  kann,  wofür  G{t)  lauter  einfache  Wur- 
zeln in  der  Nähe  von  t  =  1^  aufweist,  welche  auch  fernerhin  ge- 
trennt von   den  Wurzeln  von   9^2  (0   hegen. 

Nun  hat  G{t),  wenn  Ci^i=  c^i  gesetzt  ist,  ja  nur  eine  end- 
liche Anzahl  von  Wurzeln  in  %.  Darum  können  die  Cj^  so  ge- 
nommen werden,  daß  allen  der  obigen  Forderungen  entsprochen 
wird. 

Es  bleibt  aber  doch  noch  ein  Skrupel  ülnig.  Die  C3  könnte 
denkbarerweise  durch  die  bewußten  neun  Punkte  nicht  völlig  fest- 
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gelegt    werden.    Dann   wären   die    Punkte   ^    nicht    eindeutig    be- 
stimmt. Das  hätte  zur  Folge,  daß 

Zi  Z2  2j 

fdua  +  fdu^  +  /  dua  =  0,  Ä  =  1,  2,  3, 

z'l  4  2i 

wobei   eine   z'^   willkürlich   ist.    Damit    erweisen    sich   aber   die   z^ 
als  verknüpft,  was  gegen  die  Voraussetzung  verstößt. 
Hiermit  ist  der  Beweis  wirklich  fertig. 

§  15.  Das  Jacobisclie  Umkehrproblem. 

Nachdem  man  erkannt  hatte,  daß  die  Umkehr  eines  ellip- 
tischen Integrals  erster  Gattung  eine  eindeutige  Funktion  ist, 
z.  B. 


_  r dx 

J  |/(1— a;2)  (l  —  k^x^)' 
0 


X  =  sm  am  u; 


I. 


dx 


y^x^  —  g^x  —  gs 


x  =  ^j{u), 


wurde  die  Frage  nach  der  Verallgemeinerung  dieser  eindeutigen 
Umkehr  nahegelegt.  Ist  p  >  1;  so  läßt  sich  zeigen,  daß  die  Um- 
kehr eines  Abelschen  Integrals  niemals  eindeutig  sein  kann.  Darum 
muß  man  nach  einer  anderen  Fragestellung  suchen.  Im  Anschluß 
an  die  Untersuchungen  von  Jacobi  hat  sich  herausgestellt,  daß 
folgendes  Gleichungssystem  zu  eindeutigen  2p -fach  periodischen 
Funktionen,   und   zwar   zu   den  Abelschen  Funktionen,   führt. 

Theorem.  Seien  ■Wi{t) ,  .  .  .,  Wp{t)  linear  U7iabhängige  Integrale 
erster  Gattung,  und  sei  H{t)  =|=  const.  eine  absolute  Invariante  der 
automorphen  Gruppe.   Wir  bilden  die  p  Gleichungen, 

'  %  =  Wi(>?i)  n htüi(J7p), 


Sei 


l^piVl)  -\ ^Wj,{7]^), 


z^  H{t),  z„=  H {r]a) ,  a  =  1 


Dann  wird  jede  rationale  symmetrische  Funktion  der  z^,  .  .  .,  z^ 
eine  im  ganzen  endlichen  Bereiche  der  {v^,  .  .  .,  Vp)  meromorphe 
Funktion  sein,  welche  die  Periodizitätsmoduln  der  w^it): 
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Wi  (t)  !  coii 


'lT> 


'1,2)  +  1 


'l,  2p 


Wp  (t)  '  (Op  1 


CO 


V,  V  +  l 


CO 


P,  2i 


als  Perioden  zuläßt. 

Als  Substrat  für  das  algebraische  Gebilde  kann  man  eine 
w- blättrige  Eiemannsche  Fläche  zugrunde  legen,  wobei  z  sowohl 
die  unabhängige  Variabele  der  Fläche  als  auch  irgendeine  eindeu- 
tige Funktion  auf  derselben    sein  kann. 

Vermöge  einer  geeigneten  linearen  Transformation  der  Funk- 
tionen Wj^{t),  .  .  .,  iüp{t)  einerseits,  sowie  derselben  linearen 
Transformation  der  Variabelen  i\,  .  .  .,  Vp  andererseits,  kann  man 
das  vorgelegte  Gleichungssystem  (1)  auf  die  Form  (16),  §  10, 
bringen.  Dann  liefert  der  Satz  von  §  13  die  Lösung  des  Jacobi- 
schen Umkehrproblems.  Wie  auch  a.  a.  0.  bemerkt  ist,  sind  die 
Zi,  .  .  .,  Zp  die   Wurzeln   einer  algebraischen   Gleichung 

z^  +  A^{i\,  .  .  .,  Vp)zP-^  H h  Äp{i\,  .  .  .,  Vp)  =  0, 

deren  Koeffizienten  Abelsche  Funktionen  sind. 

Für    den    Fall    p  =  2    ist    das    Problem    von     Göpel    und 
Kosenhain  gelöst  worden. 

Explizite  Lösung  des  Jacobischen  Umkehrproblems. 
Das  Umkehrproblem  läßt  auch  eine  explizite  Lösung  zu,  mid 
zwar  vermöge  der  ?9-Funktion.  Der  Satz  ist  einer  der  merk- 
würdigsten in  der  ganzen   Analysis.^) 

Sei  H  (t)  4=  const.  eine    absolute  Invariante    df r    automorphen 

Gruppe,  und  sei 

(    H(t)  =  A  ,  <  =  a,.  .  .  .,  a„; 

(2)  \ 

wo    A,  B    zwei    beliebige    Zahlen     bedeuten,    und    a^,  ßk    "^    i^ 
liegen.   Nach  dem  Abelschen   Satze,   Kap.  5,   §  1*2,   wird  dann 


(3)     2n;p-^^ 


H{r)-Ä){H{a)-B] 


+  2  ^^71  u'' 

c<  =  l 


[H{r)-B}{Hia)-A 
bedeutet     —  Uc,     das     Periodizitätsmodul     der     Funktion 


Dabei 

^.  log  Hit)  an  Aa-,  vgl.   S.  408. 

1)  Riemann,   Journal  für   Mathematik,    54    (1857)    S.  149   =    Werke, 
•2.  Aiifl.    S.  136. 
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Wir  bilden  nun  die   Funktion 


7<8  1  T7<« 


77'»       4...._77' 

(4)  0{t)  =  e    ''"''  ''P^P 

und  konstatieren,  daß 

Zweitens   bilden  wir  die  Funktion 
/fiN  mm  _  ^  { •  •  • ,  «fc(0  —  Ukjrji) i'kiVp)>  •••} 

wobei  die  t]!,  .  ■  •,  '»Ip  und  ebenso  die  a^,  .  .  .,  Op  nicht  verknüpft 
sind,  und  konstatieren,  daß  dieselbe  den  Eelationen  (5)  eben- 
falls genügt.  Da  diese  Funktionen  dieselben  Nullpunkte  und 
Pole  in  %  haben,  so  muß  0{t)/W{t)  eine  Konstante  sein,  und 
mithin  ist 

0(t)        W{t) 


(7) 


^{Q      "PiQ 


Nach    diesen    Vorbereitungen    besteht    nun     der    Beweis    des 
Satzes   bloß  aus  zwei  verschiedenen  Auswertungen    des  Produktes 


(8)                   nne^'K 

A-  =  1  ?•  =  1 

Einmal  ist  nach   (3) 

V 

u^k  k 

• 

Andererseits  ist 

(10)  77c''v.  =.  ^(Ä)  =  "^(^i) 

_&{...,  Uk(ßj)-Uk(Vi) UkiVpl  ■■■}&{■■;  "fc(aj)  -  Wä((Ti)  - 

UkiOp).---} 

^  { . . .,  Uk{ßj)-Uk{ai)+ UkiOj,),.  ..}&{...,  Uk{(Xi)-Uk{Vi)- 

UkiVv)'---) 

Ersetzt   man  %(^j)   durch 

(11)                               ilM)=uM)+2naau., 

a  =  l 

SO  tritt   derselbe  Exponentialfaktor  hervor   wie   in   der   Formel  (9), 
und  kommt  somit  in  der  endgiltigen  Formel  in   Wegfall. 
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Indem  wir  noch 

(12)  Vfc  =  %(>yi)H \rUkiVi), 

(13)  Vk  =  Uk{Oi)-\ h%(ffp), 

(14)  ^,  =  H(%),  c,  =  H{a,), 
setzen,  gelangen  wir  also   zum  folgenden  Eesultate: 
n  ri\      TT  ^^^  ~  ^)  (cfc  — -B) 

_  A  ^[. . ., vu-üuiß,),  ■  ■  A^i- - ■,  yk—Mo^,),  ■  ■  ■) 

Aus    der  Formel  (12)    werden  die  elementaren  symmetrischen 
Funktionen 

^1  ~r  ^2  "1      '  '  '     \     ^m 
%  ^^2     1"  ■2^1  ^3  +    •   •    •     r   ^n  -  1  ^n  > 


01    0O 


berechnet,  indem  man  etwa  B  —  oo  setzt  und  A  dann  p  ver- 
schiedene Werte  Ai,...Aj,  durchlaufen  läßt.  So  erhält  man 
denn  p  lineare    Gleichungen  von  der   Form 

^^  -  (^1  +  ^2  +  •  •  •  +  ^j^r'  +  •  •  •  ±  ^1^2  •  •  •  s  =  J^u, 

a  =  1,  2,  .  .  .,  p, 

wobei  P„  bis  auf  einen  von  den  2«  und  den  Va  unabhängigen 
Faktor  ein  ^-Ausdruck  von  der  in  (15)  auftretenden  Form  ist. 
Darnach   sind   die  z^,   Wurzeln  einer  algebraischen    Gleichung, 

(16)  z^  +  Q^z^-^+  ...  +  Q^=0, 

wobei  sich  die  Q^  linear  aus  den  Pa  zusammensetzen  und  ins- 
besondere die  2p  Perioden  des  i9-Schemas  zulassen. 

Hiermit  haben  wir  zunächst  notwendige  Bedingungen  für  die 
Lösung  des  ümkehrproblems,  d.  h.  für  die  Auflösung  der  Glei- 
chungen (12)  aufgestellt.  Die  Formel  (15)  stellt  nämlich  eine 
Identität  in  den  unabhängigen  Variabelen  A,B,i]a  (bzw.  z^),  aa, 
j(  =  l,  ...,p,  dar,  wobei  die  (X},ßj  durch  (2)  und  die  r^ ,  F^ ,  ^^t 
durch  (12),  (13),  (14)  bestimmt  werden.  Legen  wir  A,  B,ai, . . .,  a^ 
feste  Werte   bei  und  wählen  wir  eine   Stelle   {t])  =  (ry°),  worin 

a(r;.....,//p)^''' 
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SO  lassen  sich  die  Gleichungen  (12)  in  der  Nähe  der  Punkte 
{ri°),  (v°)  nach  den  v^  auflösen,  und  zwar  genügen  die  zugehöri- 
gen Za  der  Gleichung  (16).  Setzen  wir  mm  die  z^  analytisch 
fort,  so  genügen  die  analytischen  Fortsetzungen  derselben  stets 
der  Gleichung  (16)  und  fallen  (bis  auf  die  singulären  Stellen) 
mit  den  Wurzeln  dieser  Gleichung  zusammen.  Hieraus  ergibt  sich 
nun,  daß  die  Gleichung  (16)  eine  explizite  Lösung  des  Jacobi- 
schen  Umkehrproblems  liefert. 

Es  sei  noch  auf  Clebsch  und  Gordan,  Ahelsche  Funktionen, 
§  41  et  seq.  verwiesen,  woselbst  eine  Lösung  des  Umkehrpro- 
blems, ohne  Benützung  der  Thetafmiktionen,  durch  Gebrauch  der 
Litegrale  dritter  Gattung  gegeben  wird.  Die  Sache  Hegt  hier  ähn- 
lich, wie  bei  der  Darstellung  einer  absoluten  Livariante  H{t)  der 
automorphen  Gruppe  vermöge  der  Litegrale  IF„\  anstatt  der 
Primfunktion  Q{t,  r) ,  Kap.  5,  §  13.  Im  übrigen  wird  ein  er- 
weitertes   Umkehrproblem    formuliert   und  gelöst. 

C.  Der  Thetasatz. 

§  16.  Der  Thetasatz. 

Der  Riemann-Weierstraßsche  Thetasatz i)  behauptet,  daß 
jede  2w-fach  periodische  Funktion  von  n  Argumenten  sich  durch 
Thetafunktionen  von  n  Argumenten  ausdrücken  läßt. 2) 

Der  Fall  der  doppeltperiodischen  Funktionen,  n  =  1 ,  ist  ge- 
wissermaßen vorbildlich.  Sei  nämlich  (p{u)  mit  den  Perioden  coj,  Wg 
vorgelegt, 

(p{u  +  a>i)  =  (fiu),  (p{u  +  cüg)  =  (p{u). 

Dann  führt  man  ja  neue  Perioden  vermöge  einer  linearen 
Transformation  des  Arguments  ein, 

u  =  ojiV; 

(p{u)=  rp{v); 

y){v  +  1)=  y){v),  rp{v  -^  t)  =  jpiv), 


1)  Weierstraß,  Werke,  Bd.  3,   S.  53. 

2)  Die  Bedeutung  des  Thetasatzes  für  die  Theorie  der  2n-fach  perio- 
dischen Funktionen  von  n  Argumenten  hegt  nicht  in  der  Aussage  des  Satzes, 
vielmehr  haben  die  Bestrebimgen,  einen  Beweis  zu  gewannen,  zu  einer  end- 
gültigen Normierung  der  Perioden  geführt,  welche  die  Moduln  dieser  Funk- 
tionen —  ihre  wesentlichen  Parameter  —  mit  aller  Schärfe  hervortreten 
läßt.  Durch  das  Periodenschema  (10)  unten  nebst  den  Beziehimgen  (11) 
und  (12)  sind  die  Perioden  vollständig  erklärt. 
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und  damit  erreicht  man  Anschluß  an  die  Thetafunktion^), 

d{v  +  1)  =  d{v) 

Sodann  definiert  man  ein  bequemes  algebraisches  Gebilde 
vermöge  letzterer  Funktion, 

x=  ö- Ausdruck,  y=  ö- Ausdruck, 

G{x,  y)  =  0, 

und  beweist,  daß  q){u)  =  ip{v)  eindeutig  auf  demselben  ist,  womit 
sich  denn  (p{u)  rational  durch  x,  y  darstellen  läßt, 

(p{u)  =  rationaler  Funktion  [x,  y). 

Im  Falle  w  >  1  ist  der  Gedankengang  ähnlich,  nur  sind  die 
Einzelheiten  des  Beweises  unverhältnismäßig  schwieriger  —  ja, 
man  hat  sogar  einen  ersten  Schritt  nötig,  dem  nichts  im  Falle 
n  =  \  entspricht.  Man  geht  nämlich  vom  vorgelegten  Perioden- 
systeme 


Wi 


(1) 


Ö>ii 


Oi, 


^\n      C^l,n  +  1 


O) 


1,  2n 


CO, 


vermöge  einer  unimodularen  linearen   Transformation, 

Oj],   =  will  CO;  1        + \-  'n\2n^).,in^ 


'i\ 


(2) 


A  =  l, 


^±  Wn    .  .  .   W2„,2n  =  1,' 

,n,  zu  einem  neuen  Periodensysteme  über, 


(3) 


W„     ft)„l 


^'^nn     ^7t,n+  1 


1)  Wenn  die  eine  Periode  aiif  ni  statt  auf  1  reduziert  ist,  gebrauchen 
wir  das  Zeichen  ■&, 

■&{u-\-  Tli)  =  &{U),  U  =  Tliv,  &{U)  =   6{V). 
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derart,  daß  die  den  bekannten  quadratischen  Gleichungen  und 
Ungleichungen  der  Abelschen  Integrale  analogen  Beziehungen  fol- 
gende  Gestalt  annehmen,  Kap.  7,   §  23: 


(A) 


Dabei  ist 


1=1 

n 
^  <^  —   ^.  w;.,2>-l^;.,2n  +  2i'       *?;.,2n  +  2v-l^^,2v)' 


^/v  —  *y;.,2j-l  +  '^V/.^2t>  '^X,n+r  —  V:i,2n  +  2v-l  +  *^;.,2n  +  2r» 

A,  ^^  =  1,  2,  .  .  .,  n; 

im    übrigen    sind    Jj  =  1 ,    d.2,  .  .  .,  d^    natürliche    Zahlen,    derart, 
daß  d,,^i   durch  d,,  teilbar  ist. 

Dieser  Schritt  ist  einer  der  schwierigsten  beim  ganzen  Be- 
weise. In  der  Theorie  der  Abelschen  Integrale  war  nämlich  be- 
reits bekannt,  daß  die  Periodizitätsmoduln  eines  Systems  linear 
unabhängiger  Integrale  erster   Gattung, 

I  Äi     .    .   .     Ap        ßi       .   .   .     Bp 


.  Ui       ßii      .      .      .     Qip      ßl,j,  +  l      .      .      .     ßl,23J 


Up   I  iö  jjj  1   •      •      •     i"ipp     'J'5j),j>  +  1      •      •      •     -^"^J),  23> 

quadratischen  Eelationen  von  der  Form 


a  =  ] 


nebst  einer  der  zweiten  der  Bedingungen  (A)  analogen  Unglei- 
chung genügen,  Kap.  5,  §§  23,  24.  Im  Falle  p  =  2,  3  decken  sich 
die  allgemeinen  Thetafunktionen  allerdings  mit  den  Abelschen 
Thetas,  d.  h.  mit  solchen,  deren  Parameter  T;^  aus  Abelschen 
Integralen  hervorgehen.  Ist  dagegen  p  ^  4 ,  so  ist  die  Anzahl 
der  T;^  im  allgemeinen  Falle,  nämlich  |p(p  +  l),  größer  als 
die  Anzahl  der  Moduln  des  algebraischen  Gebildes,  nämlich 
3p  — 3,  vgl.  §  13.  Immerhin  liegt  der  Gedanke  nahe,  daß 
auch  im  allgemeinen  Falle  der  Thetafunktionen  von  behebig 
vielen  Argumenten  analoge  quadratische  Eelationen  gelten  können. 
In    der    Tat    gelang    es    Weierstraß    (Kap.  7,  §  21)    durch    einen 
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geistreichen  Kunstgriff  ein  System  Abelscher  Integrale  erster 
Gattung  (p  ^  n)  herzustellen,  derart,  daß  die  Eelationen  (5),  ge- 
schrieben für  die  ersten  n  dieser  Integrale,  entsprechende  qua- 
dratische Gleichungen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  zwischen 
den  (i)ij  im  allgemeinen  Falle  liefern, 

2M,2n 

(6)  ^  Cij  0))  i  (o,,  j  =  0,  c..  ;•  =  —  c,  i , 

i.l  =  1, 1 

wobei  die  %  ganze  Zahlen  sind,  nebst  einer  entsprechenden  Un- 
gleichung. Und  nun  bleibt  nur  noch  übrig,  eine  rein  arithmetisch- 
algebraische Aufgabe  zu  lösen,  indem  man  zeigt,  daß  eine  alter- 
nierende bihneare  Form, 

2n,2n 

^  Cij  Xi  yj,  Cjj  =      Cij, 

i,  j  =  1, 1 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  vermöge  einer  unimodularen  Trans- 
formation auf  die  Normalform 

gebracht   werden   kann    (Frobenius),    Kap.  7,    §  22. 

So  gelangt  man  denn  von  den  Gleichungen  (6)  nebst  den 
zugehörigen  Ungleichungen  (5),  Kap.  7,  §  23  aus  zu  den  ent- 
sprechenden Eelationen  (8),  (9),   Kap.  7,   §  23. 

Hiermit  ist  zwar  die  arithmetisch-geometrische  Aufgabe  ge- 
löst, es  muß  aber  noch  an  dieser  Stelle  einer  Invarianteneigen- 
schaft Erwähnung  getan  werden.  Es  mögen  nämlich  die  (wj ,  ,  .  . ,  u„) 
einer  beliebigen  nicht-singulären  linearen  Transformation 

(7)  W;.  =  £;.i^i  H 1-  £>.n'^\'  -^^  =  1 ,    ■  •  -,  n, 

unterzogen  werden.  Dadurch  gehen  die  Perioden,  w;^,  in  andere, 
'(3;^^,  über,  während  eine  neue  Relation, 

2n,2n 

(8)  ^C,;  W-CJ;  =  0, 

an  Stelle  von  (6)  tritt.  Und  nun  stellt  sich  heraus,  daß  die  Koef- 
fizienten sich  geradezu  invariant  verhalten,  Kap.  7,  §  23,  1.  Hilfs- 
satz, 
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Dasselbe  gilt   denn   auch   insbesondere   von   den   Koeffizienten 
in  (5),  Kap.  7,  §  23.  Durch  geeignete  Wahl  der  Transformation  (7), 


(9) 


^1 

1 

dl 

0    .   . 

.     0 

Tu      . 

•     •     Ti„ 

^2 

0 

1 

.     0 

Tgi      . 

•     .     ^2« 

! 

0 

0  .   . 

1 

Tnl     . 

•     •     ^n  n ) 

erreicht   man   dann,   daß   das  neue   Periodenschema   die  Form  an- 
nimmt, Kap.  7,  §  23: 


(10) 


und  nun  ergibt  sich  eben,  daß 

(H)  r,,=T 

sowie  ferner,  indem  man 

setzt,    wobei     li,  ...,^„    willkürliche    reelle    nicht    sämtlich    ver- 
schwindende Zahlen   sind,    daß 

,J2)  J         +  ^2(^1^1  +  •••+T2nU 


f,/.> 


Hiermit    ist    denn    endgültiger    Anschluß    an    die    Thetas    mit 
Charakteristik   erreicht  worden,   Kap.  7,   §  18: 

^a,... .„ {vi,  .  .  .,  v„). 

Da   diese  sich   aber  alle  durch 

e'^ßivi,  .  .  .,  v„), 

n,n  n 

G  =  y  ttij  Vi  Vj  -\-  ^hi  Vi 

i,  j  =  1, 1  1  =  1 

ausdrücken  lassen,  so  hat  dieser  Teil  der  Untersuchung  einen  be- 
stimmten Abschluß  erreicht. 
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Wie  zu  Anfang  gesagt  wurde,  liegt  die  Hauptbedeutung  des 
Thetasatzes  in  dieser  Normierung  der  Perioden.  Immerhin  ist  der 
Beweis  des  Satzes  noch  nicht  gehefert.  Es  bleibt  noch  übrig, 
nachzuweisen,  daß  sich  eine  beliebige  2n-fach  periodische  Funk- 
tion 0 (%,..,,  w„)  vermöge  der  bewußten  Thetas  ausdrücken  läßt, 
und  dies  geschieht,  indem  man,  nach  einer  der  Transformation 
(9)  analogen  linearen  Transformation  der  ursprünghchen  Ar- 
gumente von  0(wi,  .  .  .,  M„),  n  +  1  geeignete  besondere  2 w- fach 
periodische  Funktionen,  (p,  cp^,  .  .  .,  cp^,  (Kap.  7,  §  20)  vermöge 
Thetaquotienten  aufstellt,  wodurch  sich  dann  0(wi,  .  .  .,  m„) 
rational  darstellen  läßt.  Es  handelt  sich  hier  um  die  Abbildung 
des  Periodenparallelotops  auf  einen  mehrfach  überdeckten  alge- 
braischen Riemannschen  Raum  der  Funktionentheorie,  Kap.  7, 
§  20,  wozu  der  Stanford- Vortrag  die  wesentlichen  Hilfsmittel 
liefert.    Damit  ist  der  Beweis  des  Thetasatzes  völlig  erbracht. 
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—  dritter  Gattung,  367,  399; 
Verhalten     der  —  bei     konformer 

Abbildung,  368. 
Normalpotentiale  erster  Gattung,  390. 
Normierung   der   Perioden,    540,   582, 

623. 
Nullstellen    der    Thetafunktion,    651. 

0 

Osgood,  90,  135.  155,  160,  227, 
230,  231,  232,  296. 


p.  315. 

%{t),  395. 

Parameterdarstellung  im  Kleinen,  149, 

173. 
parametrische  Gleichung,  589. 
perfekt,  58. 
Perioden,  518; 

unendlich    kleine    — ,    519; 

— System,  primitives,  528; 

Normierung     der     — ,     540,     582, 
623; 

—  einer  beliebigen     periodischen 
Funktion,  565; 

Bedingungsgleichungen        zwischen 
den  — ,  611. 
periodische  Funktionen,     518; 

r-fach ,  525 ; 

Systeme ,  568,  577. 

Periodizitätsmodul,  352; 

—  der  Normalintegrale   erster    Gat- 
tung, 359; 

—  der  Normalintegrale  zweiter  Gat- 
tung, 366,  397; 

—  der  Normalintegrale  dritter  Gat- 
tung, 367,  399. 


Namen-  und  Sachregister 
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Permanenz  einer  Funktionalgleichung 

80. 
Pfeiffer,  417. 
Picard,  84,  341,  398. 
Poincare,    22,    23,    86,    135,    273. 
Pol,  181. 
Polygonzug,  2. 
Potentiale,  logarithmische,  380; 

die  2  p     überall     unendlichen     — , 

389. 
Potenzreihen,  38. 

■prim,    relativ,     im     Kleinen,     94. 
Primjdktoren  im  Kleinen,  93. 
Primfunktion,  402,  458,  506. 
primitiv,  97; 

—  Periodensystem,  528. 

Princeton  Colloquium,  86,  164. 

Produktzerlegung   im    Großen,    268. 

Projektion  der  Noetherschen  Nor- 
malkurve C  auf  einen  Ebenen- 
büschel, 422; 

—  von    C    auf    eine    ebene    Kurve 
mit  Doppelpunkten,  428; 

—  von  Raumkurven,  432. 
projektive  Geometrie,  53,  65,  300. 
pseudoalgebraisches  Gebilde,  110; 

—  Funktionen,  108,  118; 
singulare  Stellen  eines  —  Gebildes, 

126. 
Pseudopolynome,  95; 

ausgezeichnete  — ,  100; 

algebraisch  reduktibele,  —  103. 
Punkte,  unendlich  ferne,  294. 

R 

Bandpunkt,  4; 

Randwert,  6. 
Rang,  315. 

rationale  Funktionen,  275,  295. 
Baum  der  Funktionentheorie,  56,  66, 
299; 

projektiver  — ,  54,  65,  300; 

Funktionen  im  projektiven  — ,  57; 

—  der  Analysis,  57,  66; 
zusammengesetzte  — e,  66; 
Riemannscher  — ,  111; 
erweiterter  —    293. 

Raujnkurven,  496. 

reduktibel  im  Kleinen,  93,  103; 

—  im  Großen,  267. 
reguläres  Kurvenstück,  1,  75; 

—  Kurve,  2,  75; 

—  SteUe,  110,  113. 


Beihen,  mehrfach  unendliche,  29; 
Potenz—,  38; 
iterierte  — ,  49 ; 

Cauchy-Taylorscher  — satz,  49; 
— entwicklung      der       Jacobischen 
Funktionen,  586. 
Besultante,  107. 

Riemann,    64,    65,    315,    320,    343, 
352,    369,    375,    446,    517,    664, 
672; 
— s  Formel,  w/2  =  etc.,   320,  351, 

369; 
Erweiterung  derselben,  372. 
Riemann-Rochscher  Satz,  413. 
Bingfläche,  315. 
Risley,  86,  89. 


Schnittpuyikte,     Anzahl     der,     zweier 
Kurven.  320,  472; 

—  im  Unendlichen,  326; 

—  in   der  projektiven  Ebene,  328; 
- —  in    der   Ebene    der    Funktionen- 
theorie, 335; 

korresiduale  — ,  456. 
Schreibweise  uf},  395. 
Schivankung,  385. 
Sekanten,  dreifache,  430. 
Simart,  341. 

singulare  Stellen,  126,  180,  219. 
Spezialkorrespondenzen,  639. 
Spitze,  95. 
Stachel,  159. 
Stanford -Vortrag,  589. 
V.  Staudt,  63. 
stetig,  114. 
Stickelberger,  86. 
Stufe,  110,  170. 

T 

Tangente,  325. 

Teilbarkeit  im  Kleinen,  93; 

—  im  Großen,  267; 
algebraische    und    analytische    — , 

98. 

Teiler,      größter      gemeinsamer,      im 
Kleinen,  94; 
Algorithmus    des    größten    gemein- 
samen —  im  Kleinen,  102. 

Thelafmiktioncn,  547,  550,  586; 

—  mit  Charakteristik,  586 ; 

—  deren   Argumente   Abelsche   In- 
tegrale sind,  648. 
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Thetasatz,  675. 
Torus,  315. 

Transformationen  eines     Raumes     in 
sich,  296. 

U 

überall    endliche    Integrale,    vgl.  Abel- 
sche    Integrale    erster    Gattung; 

die    p — ,    346,    392,    394; 

Differential,   482,    487,  493, 

504,  508. 
Umgebung,  3,  57,  61,  294. 
Umkehrkorrespondenz,  640. 
Umkehrprobleyn,  das  Jacobische,  671 ; 

explizite    Lösung    des ,  672. 

Umkehrung  eines  Funktionensystems, 

14,  137. 
unendlich    ferne    Gerade,    331 ; 

—  femer  Bereich,  53,  56,  294; 
mehrfach  —  Reihen,  29. 

Uniformisierung  im  Kleinen  bei  homo- 
genen Variabelen,  469,  487; 

—  im  Großen,  488. 
Unstetigkeit,  hebbare,  186. 
Urner,  141. 


Verhalteti  der  Abelschen  Integrale  im 

Kleinen,  344. 
verknüpfte    Punktgruppen,    413,    465, 

656,  659. 
Verschwinden  der  Thetafunktion,  651 ; 

identisches ,  655. 

Vertauschbarkeit   von   Parameter   und 

Argument,  399. 
vertikale   Tangenten,  345. 


VerzweigungsiMiikiion,  426; 

— form,  504; 

—punkte,  343. 
vollständiger    Schnitt   zweier    Flächen, 

505. 
Vorbereitungssatz,  86 ; 

—  im  Falle  n  =  1,  89; 

—  im      Falle      reeller      Veränder- 
lichen, 91. 

W 

Wahl  des  Punktes  {<x',ß'),  160. 

Weierstraß,  4,  10,  56,  81,  86,  89, 
95,  131,  132,  134,  154,  159, 
170,  172,  177,  179,  181,  187, 
219,  221,  248,  259,  275,  315, 
406,  446,  458,  520,  525,  571, 
612,  675,  677; 
— scher  Reihensatz,  15,  51 — 52; 
der  zweite  — sehe  Satz,  132. 

Wertigkeitskorrespondenz,  640. 

wesentliche  singulare  Stelle,  219. 

Wirtinger,  309. 

Wronskische  Determinante,  417. 

Wurzeln  von  W,  123; 

—  der  0a(O>  Anzahl  der,  427 ; 

—  der  Thetafunktion,  651. 

Z 

Zerlegbarkeit,  eindeutige,  im  Kleinen, 

94,  104. 
Ziveige,  113. 
Zyklus,    Grad    und    Ordnung    eines, 

471. 
Zylinderbereiche,  17; 
reguläre  — ,  18; 
Kreis—,  18. 


Von  Osgood,  Lehrbuch  der  Funktionentheorie 
liegen  ferner  vor: 

I.Band.    5.  Aufl.  Mit  174  Fig.  [XIV  u.  818  S.]  gr.  8.  1928.  Geb.  '44.— ) 
MJC  39.60 
II.  Band.  i.Liefg.  2.Aufl,  MitöFig.  [VII  u.  307  S.]  gr.  8.  1929.  Geb.  (18.— ) 
JIJC  16.20 
(Teubners  Lehrb.  d.  math  .Wiss.  XX,  i  u.  2.) 


Lehrbuch  der  Funktionentheorie.   Von  Dr.  L.  Bieberbach,  Prof.  a.  d. 

Univ.  Berlin. 
I.  Band:  Elemente  der  Funktionentheorie.  3.,  verb.  Aufl.  Mit  80  Fig.  i.  T. 

[VII  u.  322  S.]  gr.  8.  1930.  Geb.  (17. — )  JIM,  15.30 
II.  Band:  Moderne  Funktionentheorie.  2.,  verb.u.  verm.  Aufl.  Mit  47  Fig. 

i.T.  [VI  u.  370  S.]  gr.  8.  1931.  Geb.  (20.—)  JlJl  18.— 

„Das  merkwürdig  Schöne  an  dem  Bieberbachschen  Buche  ist  nun,  daß  die  persön- 
liche Note  der  Auffassung  einem  typischen  allgemeinen  Zeitbedürfnis  vor  allem  des  an- 
gehenden Funktionentheoretikers  entgegenkommt.  Die  weitherzige  Vielseitigkeit  der  Be- 
trachtungsweise, der  Ausgleich  der  Riemannschen  und  der  Weierstraßischen  Methoden 
ist  kaum  je  so  natürlich  gelungen  und  durchgeführt  wie  hier.  Auch  die  Art  der  Dar- 
stellung und  die  Anordnung  des  Stoffes  ist  ein  Beweis  für  die  Freiheit  des  Verfassers. 
Nirgends  wird  eine  Frage  beantwortet,  ehe  sie  nicht  belebt  und  fragwürdig  geworden. 
Nie  wird  eine  exakte  Formulierung  gegeben,  ehe  eine  einführeude  Charakterisierung  der 
Schwierigkeiten  stattgefunden  hat.  Nirgends  wird  schematisiert,  und  ausführliche  Defi- 
nitionen und  Beweise  wechseln  mit  skizzierten  Überlegungen,  die  auch  vom  deutschen 
Studenten  vom  3.  Semester  ab  leicht  ergänzt  werden  können." 
(Abhandlungen  aus  dem  mathem.  Seminar  d.  Hamburgischen  Univ.  über  Bd.  I.) 

„Der  II.  Band  beansprucht  das  ganze  Interesse  des  Lesers.  Hier  ist  es  dem  Verfasser 
gelungen,  eine  erstaunliche  Fülle  und  Mannigfaltigkeit  an  Stoff  auf  verhältnismäßig  kleinem 
Raum  zu  bearbeiten.  Fast  alle  Theorien,  welche  in  den  letzten  20  Jahren  weite  Kreise 
von  Mathematikern  interessiert  und  beschäftigt  haben,  werden  mit  vielen  Einzelheiten  gut 
und  gründlich  behandelt,  daß  auch  ein  Fernstehender  sich  mit  Hilfe  des  B. sehen  Werkes 
ein  gutes  Bild  des  heutigen  Standes  der  Funktionentheorie  machen  kann.  Das  ist  nur  da- 
durch möglich  gewesen,  daß  B.  viele  dieser  Fragen,  so  z.  B.  die  Uniformisierung,  auf  ganz 
neuem  und  originellem  Wege  dargestellt  hat." 

(C.  Caratheodory  in  „Deutsche  Literaturzeitung"  üb.  Bd.  IL) 

Vorlesungen  über  Zahlen-  und  Funktionenlehre.  Von  Geh.  Hofrat 
Dr.  A.  Pringsheim,   Prof.  a.  d.  Univ.  München.  (Teubn.  Lehrb.  d.  math. 
Wiss.  XL,  I,  1-3  u.XL,  II,  I.) 
I.Band,   i.  Abt.:  Reelle  Zahlen  und  Zahlenfolgen.  2. Aufl.  [XII  u. 292  S.] 
gr.  8.  1923.  Geh.  (13.— ■  J?J^  11.70,  geb.  (15. — )  J^./if  13.50 

2.  Abt.:  Unendliche  Reihen  mit  reellen  Gliedern.  2.  Aufl.  [V^III  u. 
S.  293—514.]  gr.  8.  1923.  Geh.  (9.—)  JUd-io,  geb.  (11. — ) 
JIM  9.90 

3.  Abt.:  Komplexe  Zahlen,  Reihen  mit  komplexen  Gliedern, 
unendliche  Produkte  und  Kettenbrüche.  [IX  u.  461  S.]  gr.  8. 
192 1.  Geh.  (21.—)  MJt  18.90,  geb.  (23.60)  JIJlz\.2X 

II.  Band.   i.  Abt.:  Grundlagen  der  Theorie  der  analytischen  Funktionen 

einer  komplexen  Veränderlichen.    Mit  25  Fig.  i.  T.    [XV  u. 

624S.]  gr.8.  1925.  Geh. (27. —  J?J/24.3o,geb.(3o.— )>.5?.£27. — 

2.  Abt. :    Eindeutige  analytische  Funktionen,  [ca.  570  S.|  gr.  8. 

[Erscheint  Sommer  1932] 

„Wie  es  bei  einem  hierin  so  hervorragenden  Verfasser  nicht  anders  zu  erwarten  war, 
ist  das  Buch  vorbildlich  durch  seine  Reinheit  und  Exaktheit  im  ganzen  Aufbau  und  Ausbau. 
Dabei  ist  es  —  wie  dies  bei  so  heiklen  Dingen  leicht  möglich  wäre  —  nirgends  schwierig 
oder  ermüdend;  es  liest  sich  leicht  und  angenehm. 

Der  großzügigen  Anlage  des  Werkes  entsprechend,  wird  der  Stoff  bis  ins  Kleinste 
ausführlich  und  oft  von  verschiedenen  Seiten  her  dargestellt,  doch  ohne  jemals  breit  zu 
sein.  Ich  kenne  keine  Darstellung  dieses  Stoffgebietes,  die  sich  an  Klarheit  und  Gründ- 
lichkeit mit  der  vorliegenden  messen  könnte.  Das  Buch  wird  viel  gelesen  werden  und 
großen  Nutzen  stiften."  (Archiv  der  Mathematik  und  Physik.) 
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Zur  Funktionentheorie 

Die  elliptischen  Funktionen  und  ihre  Anwendungen.  Von  Geh. 

Hofrat  Dr.  R.  Fricke,  weil.  Prof.  a.  d.  Techn.  Hochsch.  in  Braunschweig. 

I.  Teil:    Die    funktionentheoretischen    und    analytischen    Grundlagen. 

2.  Aufl.  Mit  83  Fig.  [VIII  u.  500  S.]  gr.  8.  1930.  Geb.  (16.-)  J^J/T  14.40 
II.  Teil:  Die  algebraischen  Ausführungen.  Mit  40  Fig.   [VIII  u.  546  S.] 
gr.  8    1922.  Geh.(i3.— ).J^Jif  11.70,  geb.  (16. — ^JlJl  14.40 

Das  Werk  beabsichtigt  eine  abgerundete  Gesamtdarstellung  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Funktionen  und  ihrer  Anwendungen  zu  geben.  Der  erste  Band  entwickelt  nach 
einer  die  erforderlichen  Voraussetzungen  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  analytischen 
Funktionen  behandelnden  Einleitung  die  Grundlagen  der  Theorie  der  elliptischen  Funk- 
tionen erster  und  zweiter  Stufe  und  beleuchtet  den  Gesamtumfang  der  hier  in  Betracht 
kommenden  Körper  zusammengehöriger  Funktionen.  Der  zweite  Band  bringt  einleitend 
die  allgemeinen  Sätze  der  Galoisschen  Gleichungstheorie  und  der  Dedekindschen  Ideal- 
theorie und  behandelt  sodann  die  Additions-,  Multiplikations-  und  Divisionssätze  sowie  die 
Transformationstheorie  der  elliptischen  Funktionen. 

Weierstraß'  erste  Vorlesung  über  die  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen.  Von  Wirkl.  Geh.  Rat  Dr.  L.  Koenigsberger,  weil.  Prof.  a.  d. 
Univ.  Heidelberg.  [32  S.]  gr.  8.  1917.  (Sonderdruck  aus  dem  Jahres- 
bericht der  Dtsch.  Math.-Vereinigg.)   Geh.  (1.90)  JlJi  1.70 

Vorlesungen  über  elliptische  Funktionen.  Von  B.  Riemann.  Mit 
Zusätzen  hrsg.  von  Dr.  H.  Stahl,  weil.  Prof.  a.  d.  Univ.  Tübingen.  Mit 
20  Fig.  [VIII  u.  144  S.]  gr.  8.  1899.  Geh.  (5.60)  ^^Jl  5.04 

Vorlesungen  über  die  singulären  Moduln  und  die  komplexe  Multi- 
plikation der  elliptischen  Funktionen.  Von  Dr.  R.  Fueter,  Prof.  a.  d. 
Univ.  Zürich.  (Teubners  Lehrb.  d.  math.  Wiss.  XLI,  i  u.  2.) 
I.  Teil.  Mit  16  Fig.  i.  T.  [VII  u.  142  S.]  g.  8.   1924.  Geh.  (7.—)  JiJl  6.30, 

geb.  (8.40)  JIM  7.56 
II.  Teil.    Um.  Mitw.  von  Dr.  M.  Gut,    Zürich.    Mit  4  Fig.  i.  T.    [VI  S., 

S.  143— 359.]  gr.  8.  1927.  Geh. (10. — )JiJCq.—,  geb.  (11.60)  J?.Ä' 10.40 

Das  Buch  bringt  die  erste  vollständige  Theorie  der  durch  die  elliptischen  Funktionen 
gegebenen  Körper  und  damit  die  höhere  Theorie  der  quadratisch-imaginären  Körper. 
Durch  reizvolle  Verbindung  funktionentheoretischer,  algebraischer  und  zahlentheoretischer 
Methoden  werden  auf  neuen  Wegen  tiefliegende  Eigenschaften  hergeleitet.  Die  Berech- 
nung zahlreicher  Beispiele  bietet  ein  wertvolles  Zahlenmaterial. 

Vorlesungen  über  die  Theorie   der  automorphen  Funktionen. 
Von  Geh.  Hofrat  Dr.  R.  Fricke,  weil.  Prof.  a.  d.  Techn.  Hochsch.  in  Braun- 
schweig, u.  Geh.  Reg.-Rat  Dr.  F.  Klem,  weil.  Prof.  a.  d.  Univ.  Göttingen. 
I.  Band:   Die  gruppentheoretischen  Grundlagen.    2.  Aufl.    Mit  192  Fig. 

[XVI  u.  634  S.]  gr.  8.  1926.  Geh.  (26.-)  J?./!' 23.40 
II.  Band:  Die   funktionentheoretischen  Ausführungen  und  die  Anwen- 
dungen.2.Aufl. Mit  i  i4Fig.[XIVu.  668  S.]gr.8. 1926.  Geh. (28.- X/r25.20 

Die  Idee  der  Riemannschen  Fläche.  Von  Dr.  H.  Weyl,  Prof.  a.  d. 
Univ.  Göttingen.  2.,verb.Aufl.  Mit  28Fig.  i.T.  [VIII  u.  183  S.]  gr.8.  1923. 
(Math.  Vorl.  a.  d.  Univ.  Göttingen  5.)  Geb.  (5.—)  JiM  4.50 

Der  erste  Teil  enthält  eine  Topologie  der  Riemannschen  Flächen,  der  zweite  einen 
Abriß  der  Theorie  der  Funktionen  auf  Riemannschen  Flächen.  Den  Abschluß  bildet  da« 
prinzipiell  Wichtigste  aus  der  UniformisicrungstheorieiTheorie  der  automorphen  Funktionen); 
sie  liefert  diejenigen  Gebilde  (Nicht-Euklidische  Bewepungsgruppen),  in  denen  die  Idee 
der  Riemannschen  Fläche  ihre  reinste,  von  allen  Zufälligkeiten  befreite  Verkörperung  findet. 

Vorlesungen  über  algebraische  Geometrie.  Geometrie  auf  einer  Kurve. 
Riemannsche  Flächen.  Abelsche  Integrale.  Von  Dr.  F.  Scueri,  Prof.  a.  d. 
Univ.  Rom.  Berechtigte  deutsche  Übersetzung  von  Ministerialrat  Prof. 
Dr.  £".Zö/7:Vr,  Stuttgart.  [XVIU.40SS.]  gr.8.  K)2i.  Geb.  (14.60^  .>?.^  13.10 

Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 


Die  Preise  meiner  Verlagswerhe  entsprechen  der  Notverordnung  vom  S.  72.  31. 
In  den  Anzeigen  stehen  die  bisherigen  Preise  (in  Klammer)  vor  den  ermäßigten.  Der  Ermäßigung 
nicht  unterliegende  Preise  sind  durch  ein  vorangestelltes  (—)  gekennzeichnet.    B.  G.  Teubner. 


Eine  weitere  Auswahl  neuerer  mathematischer  Werke 

Interpolation  und  genäherte  Quadratur.  Eine  Ergänzung  zu  den  Lehr- 
büchern der  Differential-  und  Integralrechnung.  Von  Dr.  G.  Kowalewski, 
Prof.  a.  d.  Techn.  Hochschule  in  Dresden.  Mit  lo  Fig.  i.  T.  [\^u.  146  S.i  8. 
1932.  Geb.  —  JlJf.  <^.bo 

Die  für  die  angewandte  Mathematik  im  weitesten  Sinne  überaus  wichtigen  Probleme 
der  Interpolation  und  genäherten  Quadratur  werden  hier  auf  eine  neue  Weise  behandelt. 
Besonderer  Wert  wird  auf  die  genaue  Darstellung  des  Fehlergliedes  gelegt,  für  das  man 
gewöhnlich  nur  Abschätzungen  angibt.  Die  zentrale  Bedeutung  der  Euler-Maclaurinschen 
Formel  wird  zum  ersten  Male  ins  rechte  Licht  gerückt.  Die  Formel  selbst  erscheint  in 
neuer  Herleitung.  Selbst  die  großen  Lehrbücher  der  Differential-  und  Integralrechnung 
behandeln  diese  wichtigen  Dinge  oft  in  recht  .stiefmütterlicher  AVeise.  Daher  dürfte  das 
vorliegende  kleine  Buch  allen  Benutzern  solcher  Werke  als  Ergänzung  willkommen  sein 

Einführung  in  die  Zahlentheorie.  Autor,  deutsche  Ausgabe  von  L. 
E.  Dickson,  Introduction  to  the  Theory  of  Numbers.  Hrsg.  von  Dr. 
E.  Bodewig,  Leipzig.    [VIII  u.  175  S.]    8.    1931.   Geb.  (9.60)  J^JC  8.64 

„Ein  ganz  vorzügliches  Werk,  das  eine  sehr  wertvolle  Bereicherung  unserer  Lehrbucb- 
literatur  darstellt,  besonders,  weil  eine  Reihe  von  Kapiteln  mit  großer  Liebe  behandelt 
sind,  die  in  der  sonstigen  zahlentheoretischen  Lehrbuchliteratur  meist  unter  den  Tisch 
fallen."  (Prof.  Bessel-Hagen,  Bonn.) 

Die  Liesche  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster 

Ordnung.  Vorlesungen  von  Dr.  Fr.  E72gel,  Prof.  a.  d.  Univ.  Gießen.  Bearb. 
von  Dr.  A'.  Faber,  Budapest.  [XI  u.  367  S.]  gr.  8.  1932.  Geb.  (— ;  JiJC  28.— 

Lies  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  hat  zwar  schon 
in  dem  bekannten,  von  Maser  übersetzten  Werke  von  Goursat  über  diesen  Gegenstand 
eingehende  Berücksichtigung  gefunden;  es  fehlt  aber  noch  immer  eine  systematische  Dar- 
stellung des  Gedankeninhalts  der  zahlreichen  Abhandlungen,  die  Lie  über  den  Gegenstand 
veröffentlicht  hat.  Bei  der  Herausgabe  der  Lieschen  Abhandlungen  hat  der  Verfasser  die 
Liesche  Theorie  immer  und  immer  wieder  durchgearbeitet  und  wiederholt  in  Vorlesungen 
vorgetragen;  er  ist  damit  in  der  Lage,  sie  jetzt  in  einer  Form  darstellen  zu  können,  bei 
der  Lies  ursprüngliche  Gedankengänge  zu  ihrem  Rechte  kommen,  während  zugleich  die 
analytische  Behandlung  in  bezug  auf  Strenge  und  Eleganz  den  heutigen  Ansprüchen  genügt. 

Partielle  Differentialgleichungen    der  mathematischen   Physik. 

Deutsche  Bearb.  des  Werkes:  Webster,  Partial  Differential  Equations  of 
mathematical  phvsics.  Von  Dr.  G.  Szegö,  Prof.  a.  d.  Univ.  Königsberg i.Pr. 
Mit  98  Fig.  i.  T.  [VIII  u.  428  S.]  gr.  8.  1930.  (Teubn.  Lehrb.  d.  math.  Wiss. 
Bd.  XLIII.,  Geb.  :28.— )  JiJl  25.20 

„ Das  Webstersche  Buch  gibt  eine  außerordentlich  klare  Darstellung  der  mathe- 
matischen Grundlagen  der  theoretischen  Physik  und  enthält  im  Umfang  von  etwa  440  Seiten 
ein  beträchtliches  Stoffgebiet.  Es  wird  sicher  auch  in  der  deutschen  Bearbeitung  seine 
Stellung  unter  den  Lehrbüchern  der  mathematischen  Physik  behaupten,  da  es  sich  nicht 
in  einer  enzyklopädieartigen  Bearbeitung  von  Teilfragen  verliert,  sondern  die  Theorie  aus 
einem  Guß  und  von  einem  Bearbeiter  zusammenfassend  darstellt.  Druck  und  Ausstattung 
sind  sorgfältig  ausgeführt."  (Zeitschrift  für  technische  Physik.) 

Integralgleichungen  unter  besonderer  Berücksichtigung  der  An- 
wendungen. V.  Dr.  G.  Wiarda,  Prof.  a.  d.  Techn.  Hochsch.  Dresden.  Mit 
8  Fig.  [IVu.  1 83  S.]  8. 1930.  (Samml.  math.-phys.  Lehrb.  25.1  Geb.  (g.öo)  JlJ.Z.b^ 

„Das  Buch  ist  in  der  Tat  eine  ausgezeichnete  Einführung  in  die  Theorie  der  Integral- 
gleichungen, die  sowohl  von  den  Mathematikern  als  auch  von  den  Technikern  ohne  Zweifel 
mit  Freude  begrüßt  wird.  Die  knappe  Darstellung  und  die  strengen  Beweisführungen 
machen  es  für  Studierende  besonders  empfehlenswert."  iProf.  Haar,  Szeged.i 

Variationsrechnung.  Von  G.A.Bliss,  Prof.  a.  d.  Univ.  Chikago.  Deutsche' 
Ausgabe  hrsg.  von  /'.  Schwank,  Frankfurt  a.  M.  Mit  47  Fig.  [VIII  u.  127  S." 
8.  1932.  Geb.  {7.—)  JIM  6.30 

Das  Ziel  des  Buches  ist  eine  leicht  lesbare  Einführung  in  die  Probleme  nnd  Methoden 
der  Variationsrechnung  an  Hand  der  folgenden  Beispiele:  Kürzeste  Entfernungen;  Pro- 
bleme der  Brachistochrone;  Rotationsflächen  kleinster  Oberfläche.  Mit  den  einfachsten 
Hilfsmitteln  werden  hierfür  die  notwendigen  und  die  hinreichenden  Bedingungea  der  Ex- 
trema  abgeleitet,  so  daß  sich  die  allgemeinere  Theorie  des  letzten  Abschnittes  leicht 
durchführen  läßt.  Nur  die  Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung  werden  voraus- 
gesetzt. Auf  die  geometrische  Deutung  der  Ergebnisse  wird  besonderer  Wert  gelegt; 
zahlreiche  geschichtliche  Ausführungen  und  Literaturnachweise  sind  beigegeben. 


Die  Preise  meiner  Verlagswerke  entsprechen  der  Notverordnung  vom  8.  12.  31. 
In  den  Anzeigen  stehen  die  bisherigen  Preise  (in  Klammer)  vor  den  ermäßigten.  Der  trmüßigung 
nicht  unterliegende  Preise  sind  durch  ein  vorangestelltes  (—)  gekennzeichnet.    B.G.Teubner. 
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Eine  weitere  Auswahl  neuerer  mathematischer  Werke 

Analytische  Geometrie.  Von  Dr.  L.  Bieberbach,  Prof.  a.  d.  Univ.  Berlin. 
2.,  verb.  u.  vermehrte  Aufl.  Mit  44Fig.  i.T.  [IV  u.  141  S.]  8,  1932.  (Math. 
Leitf.  Bd.  29.)  Kart.  (6.60)  J?jr  5.95 

„Das  Buch  scheint  mir  recht  geeignet  zu  sein,  einen  Einblick  in  die  modern»  Rehand- 
lungsweise  der  analytischen  Geometrie  zu  geben.  Die  analytische  Geometrie  bezieht  ihre 
innere  Geschlossenheit  aus  rein  algebraischen  Zusammenhängen.  Die  Hervorhebung  des 
Vektor-  und  des  Matrizenbegriffes  sowie  die  Verallgemeinerung  der  geometrischen  Sach- 
verhalte auf  Dimensionen  sind  in  der  Tat  die  geeigneten  Mittel,  um  jene  Zusammenhänge 
klar  zur  Geltung  zu  bringen.  Ich  weide  das  Buch  auch  wegen  seiner  erfreulichen  Über- 
sichtlichkeit in  meinen  Vorlesungen  gern  empfehlen."  (Prof.  Dr.  H.  Rademacher,  Breslau.) 

Projektive  Geometrie.  Von  Dr.  L.  Bieberbach,  Prof.  a.  d.  Univ.  Berlin.  Mit 
45  Fig.  i.T.  [IV  u.  190  S.]  8.  1931.  (Math.  Leitf.  Bd.  30.)  Kart.  {—)  JlJl  7.80 

Der  Band  schließt  sich  an  des  Verfassers  analytische  Geometrie  an  und  erörtert  unter 
Heranziehung  der  homogenen  Koordinaten  die  Geometrie  der  Kegelschnitte  und  der 
Flächen  zweiten  Grades.  Auch  die  metrischen  und  affinen  Eigenschaften  werden  vom  pro- 
jektiven Standpunkt  aus  gewürdigt.  Dem  Bedürfnis  einer  wissenschaftlichen  Durchdringung 
der  Gegenstände  des  Schulunterrichts  wird  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet.  Manches 
Licht  fällt  auch  auf  die  Geometrie  des  Dreiecks. 

Projektive  und  nichteuklidische  Geometrie,  Von  Geh.  Reg.-Rat  Dr. 

F.  Schilling,   Prof.  a.  d.  Techn.  Hochsch.  in  Danzig.  Mit  Unterstützung 

der  Gesellschaft  der  Freunde  der  Technischen   Hochschule   in   Danzig 

und  anderer  Körperschaften,  gr.  8.    1931.  Geb.  je  (13.60)  JIJC  12.20 

I.  Band:  Projektive  Geometrie  in  analytischer  Behandlung  nebst  einem 

Einblick  in  die  Grundlagen  der  Geometrie.  Mit  157  Fig.  [XII  u.  212  S.j 

II.  Band:   Nichteuklidische  Geometrie  auf  der  Grundlage  der  projektiven 

Geometrie.  Mit  175  Fig.   [XII  u.  216  S.] 

Das  Werk  will  besonders  die  Lehrer  und  Studierenden  der  Mathematik,  aber  auch 
Physiker  und  Philosophen  auf  einem  möglichst  leicht  gangbaren  Wege,  nach  den  Gedanken- 
gängen von  Felix  Klein,  mit  der  nichteuklidischen  Geometrie  vertraut  machen.  Zahlreiche 
Figuren  unterstützen  die  Entwicklungen.  Das  Geschichtliche  ist  überall  besonders  betont. 
Die  Beziehungen  zur  Relativitätstheorie,  Geodäsie  und  .Astronomie  werden  beleuchtet. 

Die  Pseudosphäre  und  die  nichteuklidische  Geometrie.  Von  Geh. 
Reg.-Rat  Dr.  F.  Schilling,  Prof.  a.  d.  Techn.  Hochsch.,  Danzig.  M.  63  Fig. 
u.  I  Taf.   [IV  u.  69  S.]  gr.  8.  1931.  Geh.  (— )  JIM  3.—,  geb.  (— )  JlJl  4.— 

Differentialgeometrie.  Von  Dr.  L.  Bieberbach,  Prof.  a.  Univ.  Berlin.  Mit 
8  Fig.  [ca.  160  S.]  8.  (Math.  Leitf.  Bd.  31.)  [Erscheint  Sommer  1932] 

Lehrbuch  der  Differentialgeometrie.  Von  Dr.  A.  Duschek,  Privatdoz. 

a.  d.  Techn.  Hochsch.  in  Wien,  u.  Prof.  Dr.  W.  Mayer,  Wien. 

I.  Band:  Kurven  und  Flächen  im  euklidischen  Raum.  Von  A.  Duschek. 

Mit  14  Fig.  i.T.  [VIII  u.  250  S.J   gr.  8.  1930.    Geb.  (17.—)  JIM  15.30 

II.  Band:  Riemannsche  Geometrie.  Von  W,  Mayer.  Mit  7  Fig.  i.  T.  [VIII 

u.  245  S.]   gr.  8.    1930.   Geb.  (17. — )  JIM  15.30 

„Das  vorliegende  Werk  ist  eine  wertvolle  Bereicherung  der  Literatur  über  Differential- 
geometrie. Der  Druck  ist  mustergültig."  (Deutsche  Literaturzeifung  ) 

Dimensionstheorie.  Von  Dr.  K.  Menger,  Prof.  a.  d.  Univ.  Wien.  [IV  u. 
319  S.]   gr.  8.  1928.   Geh.  (22.— )  X/iC  19.80,  geb.  (24.— )J?./if  21.60 

„It  is  impossible  to  compare  Menger's  book  with  the  original  sources  without  admiring 
the  thoroughness  and  elegance  with  which  he  has  erabraced  the  i  ssentials  of  the  dimen- 
sionality  theory  as  it  Stands  today  into  a  single  volume  of  some  thrce  hundred  pages." 
(Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society.) 

Repertorium  der  physikalischen  Chemie.  Von  Dr.  H.  Zeise,  Berlin.  Mit 
48Fig.i.T.  [VIU.215S.]  8.  1931.  (Math.  Leitf.  Bd.  32.)  Kart.  (— )  J?./ir8.— 

„Soweit  ich  bisher  Gelegenheit  gehabt  habe,  das  Buch  zu  studieren,  habe  ich  ge- 
funden, daß  die  Darstellung  klar  und  übersichtlich  und  bei  der  für  ein  Repertorium 
notwendigen  Knappheit  doch  recht  gut  verständlich  ist,  .-Xlles  in  allem  scheint  mir  das 
Rep.  seine  Aufgabe  voll  und  ganz  zu  erfüllen."     (Prof.  Dr.  Hückel,  Greifswald,  Univ.) 

Verlag  von  B.G.Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 


Die  Preise  meiner  Verlagswerke  entsprechen  der  Notverordnung  vom  S.  12.  31. 
In  den  .anzeigen  stehen  die  bisherigen  Preise  (in  Klammer)  vor  den  ermäßigten.  Der  lirmäßigunp 
nicht  unterliegende  Preise  sind  durch  ein  vorangestelltes  (—)  gekennzeichnet.    B.G.Teubner. 
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